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ЖЖЕНИЕ Ш 0 БИЛЕКТЕ. 主要 内 容 包 括 曲率 积 
分 条 件 下 一 般 歼 曼 流 形 中 超 曲 面 与 高 余 维 子 流 形 平均 曲率 流 的 延 拓 性 定理 , 曲 
率 积分 拼 挤 (pinching) 条 件 下 欧 氏 空间 中 超 曲 面 平均 曲率 流 的 收敛 性 定理 , EK Ç 
空间 中 高 余 维 平均 曲率 流 在 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 的 收敛 性 定理 , 欧 氏 空间 中 子 
流 形 的 微分 球面 定理 , 第 k 个 Ricci 曲 率 拼 挤 条 件 下 歼 曼 子 流 形 的 微分 球面 定理 . 

本 文 第 二 章 研究 了 曲率 积分 条 件 下 超 曲 面 平 均 曲 率 流 的 可 延 拓 性 问题 . 
19784, К. Brakke[5] 首 先 从 几何 测度 论 的 角度 研究 了 平均 曲率 流 ， 八 十 年 代 ， 
G. Huisken[33, 34, 35] 系 统 研究 了 欧 氏 空间 、 球 面 和 一 般 黎 曼 流 形 中 超 曲 面 的 
平均 曲率 流 . Huisken[33] 证 明 : 若 欧 氏 空 间 中 超 曲 面 的 第 二 基本 形式 关于 时 间 
一 致 有 界 , 则 平均 曲率 流 可 以 延 拓 .N. Sesum[51] 运 用 爆破 (blow up) 的 方法 研 
究 了 Ricci 流 的 可 延 拓 性 问题 , 证 明 : SRS MBE HRiccith AFH HAA F, 
则 Ricei 流 可 以 延 拓 . 最 近 , B. Wang[68] 给 出 了 曲率 积分 条 件 下 Ricci 流 的 延 拓 性 
定理 . 我 们 研究 了 曲率 积分 条 件 下 超 曲 面 平均 曲率 流 的 延 拓 性 问题 , 证 明 : 若 平 
的 曲率 关于 时 空 的 积分 有 限 , 且 第 二 基本 量 有 下 界 或 初始 超 曲 面 的 平均 曲率 有 
正 下 界 , 则 平均 曲率 流 关于 时 间 可 以 延 拓 . 这 一 结果 将 Huisken[33] 的 欧 氏 空间 中 
超 曲面 平均 曲率 流 可 延 拓 的 逐 点 拼 挤 条 件 拓 广 为 黎 曼 流 形 中 超 曲面 平均 曲率 流 
可 延 拓 的 整体 拼 挤 条件 . 

第 三 章 研究 了 一 般 黎 曼 流 形 中 高 余 维 子 流 形 平均 曲率 流 的 可 延 拓 性 问 
题 . 高 余 维 的 平均 曲率 流 是 平均 曲率 流 研究 中 极为 困难 的 情形 , 目前 关于 高 
余 维 平均 曲率 流 的 研究 结果 较 少 ，M. Т. Wang, K. Smoczyk, J. Y. Li, J. Y. 
Chen, Y. L. Xin, B. Andrews 和 C. Baker 等 人 分 别 研究 了 几 类 高 余 维 的 平均 曲率 
流 [2, 16, 63, 65, 70, 71, 72, 73, 80]. 本 章 将 曲率 积分 条 件 下 超 曲面 平均 曲率 流 的 
可 延 拓 性 问题 拓 广 为 一 般 黎 曼 流 形 中 高 余 维 平均 曲率 流 的 情形 , 我 们 证 明 : 如 
果 平 均 曲 率 在 时 空 上 的 积分 有 限 , 且 子 流 形 的 第 二 基本 形式 模 长 与 平均 曲率 满 
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摘 要 ii 
足 一 定 的 关系 式 , 那么 黎 曼 流 形 中 高 余 维 平均 曲率 流 的 解 关于 时 间 可 以 延 拓 . 

第 四 章 证 明了 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 欧 氏 空间 中 超 曲面 平均 曲率 流 的 收敛 性 
定理 . 上 世纪 八 十 年 代 , Huisken[33] 获 得 了 关于 平均 曲率 流 收敛 性 的 著名 定理 : 
车 欧 氏 空间 Ra+l 中 平均 曲率 流 的 初始 超 曲面 是 凸 的 , 则 平均 曲率 流 在 有 限时 间 
内 收敛 到 一 个 圆 点 . 应 用 第 二 章 给 出 的 平均 曲率 流 的 延 拓 性 定理 , 我 们 将 逐 点 
拼 挤 条 件 下 超 曲面 平均 曲率 流 的 Huisken 收 敛 性 定理 推广 为 欧 氏 空间 中 超 曲 面 
平均 曲率 流 在 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 的 收敛 性 定理 , 证 明 : 如 果 平均 曲率 流 初始 
超 曲 面 的 无 迹 第 二 基本 形式 的 Zz 范 数 满足 某 一 拼 挤 条 件 , 那么 平均 曲率 流 在 有 
限时 间 内 收敛 到 一 个 圆 点 . 

第 五 章 研究 了 欧 氏 空间 中 高 余 维 平均 曲率 流 在 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 的 
收敛 性 问题 . M. T. Wang[7H] 证 明了 图 子 流 形 平均 曲率 流 的 收敛 性 定理 .区 . 
Smoczyk[63] 证 明了 Lagrange 子 流 形 平均 曲率 流 长 时 间 解 的 存在 性 ， 最近, В. 
Andrews 和 C. Baker[] 证 明了 逐 点 拼 挤 条 件 下 欧 氏 空间 中 高 余 维 平均 曲率 流 的 
收 化 性 定理 . 作为 第 四 章 工 作 的 进一步 深入 , 本 章 将 Andrews 和 Baker 的 结果 推 
广 为 整 体积 分 拼 挤 条 件 下 的 收敛 性 定理 . 对 于 欧 氏 空间 中 的 高 余 维 平均 曲率 流 ， 
我 们 证 明 : 如 果 初 始 子 流 形 的 无 迹 第 二 基本 形式 的 I? 范 数 满足 一 定 的 拼 挤 条 件 ， 
那么 平均 曲率 流 在 有 限时 间 内 收敛 到 一 个 圆 点 . 根据 这 一 结果 , 我 们 得 到 了 欧 
氏 空间 中 紧 致 子 流 形 在 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 的 微分 球面 定理 . 

第 六 章 研究 了 黎 曼 子 流 形 的 微分 球面 定理 . 球面 定理 是 曲率 与 拓扑 研究 领 
域 的 重要 研究 方向 之 一 , 二 十 世纪 五 十 年 代 以 来 , 许多 著名 的 几何 学 家 在 这 一 领 
域 做 出 了 卓越 的 贡献 [4, 8, 11, 56, 85, 92, 96]. 最 近 , H. W. Xu, J. В. Gu 和 BE. Т. 
Zhaol85, 92] 证 明了 第 二 基本 形式 拼 挤 条 件 下 完备 子 流 形 的 若干 微分 球面 定理 . 
运用 曲率 估计 、 稳 定 流 消 没 定理 和 Ricci 流 收敛 性 定理 , 我 们 证 明 第 个 Ricci 曲 率 
拼 挤 条 件 下 黎 曼 子 流 形 的 若干 微分 球面 定理 . 


关键 词 ， 子 流 形 ; 黎 曼 流 形 ; 延 拓 性 定理 ; 收敛 性 定理 ; 微分 球面 定理 ; 平均 曲率 
Жї; Ricci 流 ; 平均 曲率 ; 第 个 Ricci 曲 率 ; 稳定 流 ; 同调 群 ; BAB, 第 二 基本 形式 ; 
无 迹 第 二 基本 形式 ; 曲率 积分 拼 挤 ; Moseri& tt. 


Abstract 


In this thesis, we mainly study the mean curvature flow and differentiable 
sphere theorems of submanifolds. We obtain the extension theorems for the 
mean curvature flow of hypersurfaces and submanifolds under integral curvature 
conditions, convergence theorems for the mean curvature flow of hypersurfaces 
under integral curvature pinching conditions, convergence theorems for the mean 
curvature flow of higher codimension in Euclidean space under integral curva- 
ture pinching conditions, the differentiable sphere theorems for submanifolds in 
Euclidean space, the differentiable sphere theorems for compact submanifolds of 
positive k-th Ricci curvature. 

In Chapter 2, we investigate the extension for the mean curvature flow of 
hypersurfaces under integral curvature conditions. In 1978, K. Вгакке[5] studied 
mean curvature flow from the view point of geometric measure theory firstly. In 
1980", G. Huisken[33, 34, 35] investigated the mean curvature flows of hypersur- 
faces in Euclidean space, sphere and general Riemannian manifold, respectively. 
Huisken[33] proved that if the second fundamental form of the hypersurface in 
Euclidean space is uniformly bounded, then the mean curvature flow can be ex- 
tended over time. By a blow up argument, N. Šešum|51] studied the extension 
problem of Ricci flow, and proved that the Ricci flow can be extended over time 
under the condition that the Ricci curvature of the Riemannian manifold is un- 
formly bounded. Recently, В. Wang{68] proved the extension theorem for Ricci 
flow under some integral conditions. We investigate the integral curvature pinch- 
ing conditions to extend the mean curvature flow of hypersurfaces, and prove 
that if the space-time integration of the mean curvature is finite, and either the 
second fundamental form is bounded from below or the initial mean curvature 
has a positive lower bound, then the mean curvature flow can be extended over 
time. This result generalizes the pointwise condition of Huisken[33] to integral 
curvature pinching condition. 


In Chapter 3, we study the extension problem for mean curvature flow of 
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submanifolds in a general Riemannian manifold. The mean curvature flow in 
higher codimension is the most difficult situation. At present, relatively little is 
known about the mean curvature flow with higher codimension. M. T. Wang, K. 
Smoczyk, J. Y. Li, J. Y. Chen, Y. L. Xin, B. Andrews and C. Baker investigated 
several kinds of mean curvature flow with higher codimension, respectively|2, 
16, 63, 65, 70, 71, 72, 73, 80]. We generalize the extension theorem for mean 
curvature flow under integral pinching condition to the case of mean curvature 
flow of submanifolds with higher codimension in a general Riemannian manifold, 
and prove that if the space-time integration of the mean curvature is finite, and 
the second fundamental form and the mean curvature satisfy some relation, then 
the mean curvature flow can be extended over time. 

In Chapter 4, we prove the convergence theorems for mean curvature flow 
of hypersurfaces in Euclidean space. In 1984, Ниіѕкец[33] obtained the famous 
result on the convergence of the mean curvature flow: if the initial hypersurface 
in Euclidean space R"*? is uniformly convex, then the mean curvature flow con- 
verges to a round point in a finite time. Applying our work on the extension of 
the mean curvature flow in hypersurfaces in Chapter 2, we investigate the con- 
vergence of mean curvature flow under integral curvature pinching conditions, 
which generalizes the pointwise condition of Huisken. We prove that if the L? 
norm of the tracefree second fundamental form of the initial hypersurface is suf- 
ficiently pinched, then the mean curvature flow converges to a round point in a 
finite time. 

In Chapter 5, we investigate the convergence of the mean curvature flow with 
higher codimension in Euclidean space. M. T. Wang[71] obtained the convergence 
theorem for the mean curvature flow of graphic submanidolds. К. Smoczyk|63] 
proved the long time existence of the Lagrangian mean curvature flow. Recently, 
B. Andrews and C. Вакег[2] obtained the convergence theorem for submanifolds 
in Euclidean space under pointwise pinching condition. As an extension of our 
work in Chapter 4, we generalize this result to the convergence theorem under 
integral curvature pinching conditions. We prove that if the L? norm of the trace- 
free second fundamental form of the initial submanifold is sufficiently pinched, 
then the mean curvature flow converges to a round point in finite time. Using this 
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theorem, we obtain the differentiable sphere theorems for compact submanifolds 
in Euclidean space under the integral curvature pinching conditions. 

In Chapter 6, we prove the differentiable sphere theorems for compact sub- 
manifolds. The investigation of curvature and topology of Riemannian manifolds 
or submanifolds is an important steam of globa] differential geometry. From 
1950's, many famous geometers obtained a lot of important results|4, 8, 11, 56, 
85, 92, 96]. Recently, H. W. Xu, J. R. Gu and E. T. Zhao[85, 92] proved the 
diflerentiable sphere theorems for complete submanifolds under the pinching con- 
ditions of the second fundamental form of the submanifolds. With the estimate 
of the curvatures, the non-existence theorem for stable currents, and the conver- 
gence theorem of Ricci flow, we obtain some new differentiable sphere theorems 
under the conditions of the k-th Ricci curvature. 


Keywords: Submanifolds, Riemannian manifolds, extension theorem, conver- 
gence theorem, differentiable sphere theorem, mean curvature flow, Ricci flow, 
mean curvature, k-th Ricci curvature, stable currents, homology group, funda- 
mental group, the second fundamental form, the tracefree second fundamental 
form, integral curvature pinching, Moser iteration. 


本 文 着 重 研究 子 流 形 的 平均 曲率 流 与 微分 球面 定理 , 主要 内 容 包括 黎 曼 流 
形 中 超 曲 面 与 高 余 维 子 流 形 的 平均 曲率 流 在 曲率 积分 条 件 下 的 延 拓 性 定理 , 曲 
率 积分 拼 挤 (pinching) 条 件 下 欧 氏 空间 中 超 曲 面 平均 曲率 流 的 收敛 性 定理 , 欧 氏 
空间 中 高 余 维 平均 曲率 流 在 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 的 收敛 性 定理 , 吹 氏 空间 中 子 
流 形 的 微分 球面 定理 , 第 :个 Ricci 曲 率 拼 挤 条 件 下 黎 曼 子 流 形 的 微分 球面 定理 ， 
全 文 共 分 为 五 个 部 分 (第 二 章 至 第 六 章 ), 

本 文 第 二 章 研究 了 曲率 积分 条 件 下 超 曲面 平均 曲率 流 解 的 可 延 拓 性 问题 . 
二 十 世纪 七 十 年 代 , K. Brakke[5] 首 先 从 几何 测度 论 的 角度 研究 了 平均 曲率 流 的 
性 质 ，1984 年 至 1987 年 , G. Huisken|33, 34, 35] 系 统 研究 了 欧 氏 空间 、 球面 和 一 
般 黎 曼 流 形 中 紧 致 超 曲面 上 的 平均 曲率 流 . Huisken[33] 证 明了 关于 平均 曲率 流 
收敛 性 的 著名 结果 : 如 果 欧 氏 空间 中 平均 曲率 流 的 初始 超 曲 面 是 凸 的 , 那么 该 平 
均 曲 率 流 在 有 限时 间 内 收敛 到 一 个 圆 点 . Huisken 同 时 证 明了 逐 点 拼 挤 条 件 下 欧 
氏 空 间 中 超 曲 面 的 平均 曲率 流 的 延 拓 性 定理 . 


定理 A.|83] 设 0 < T < co， 如 果 欧 氏 空间 中 紧 臻 超 曲面 的 平均 拘 举 流 的 第 
三 并 本 形式 关于 时 间 一 致 有 界 即 存在 与 时 间 无 关 的 常数 Cj 使 得 在 时 间 区 
间 |0,T) 上 有 ў 

тах |А| < С, 


那么 该 平均 曲率 流 的 解 可 以 延 拓 到 时 间 T 之 后 . 


N. Sesum[51] 运用 爆破 (blow up) 的 方法 研究 了 Ricci 流 解 的 可 延 拓 性 问题 ， 
证 明 : 若 黎 曼 流 形 的 Ricci 曲 率 关 于 时 间 一 致 有 界 , 则 Ricci 流 的 解 关于 时 间 可 以 
з. BAL, B. Wang[68] 给 出 了 在 曲率 积分 条 件 下 Ricci 流 的 解 关于 时 间 的 可 延 
拓 性 定理 . 


定理 B.[68] 设 (M",g(t)) 是 Ricci 流 在 时 间 区 间 |0,T) 上 的 解 ,其 中 了 < оо. Ў 
果 


人 1) 存在 正常 数 C, 使 得 对 所 有 (z,t) € M х [0, T), 有 Ric(z,t) > ~C, 


(ЛІВІ <o = ( Ë 7, IRiedadt ] < оо, 其 中 a 为 满足 a > 对 2 的 某 个 常数 ， 
那么 Ricci 流 的 解 可 以 延 拓 到 时 间 T 之 后 . 


受 其 启发 , 我 们 研究 了 曲率 积分 条 件 下 黎 曼 流 形 中 紧 致 超 曲 面 的 平均 曲率 
流 解 的 可 延 拓 性 问题 , 获得 如 下 的 结果 . 


定理 1. 设 N"ti 为 具有 有 界 几何 性 质 的 n 十 1 维 黎 曼 流 形 , Б: М" — NOH 
闭 超 曲 面 腑 上 的 平均 曲率 流 在 时 间 区 间 [0, 了 T) 上 的 解 , HPT < оо. 如 果 
(1) 存 在 正常 数 C， RAHA (0,1) є M x [0,T), Ж) > -C, 


(ЛІН муа) = ( fh ШОЛ < оо, 其 中 a 为 满足 a > nn 十 2 的 菜 个 
常数 ， 
那么 该 平均 曲率 流 的 解 可 以 延 拓 到 时 间 了 之 后 . 


定理 2. 设 N"+t1 为 具有 有 界 几 何 性 质 的 n 十 1 维 黎 曼 流 形 ,，N"t1 的 截面 曲率 Kw 满 
А-К, < Ky < Ko, RP KK RARER. KR: М" — N'HA Rh 
面 M 上 的 平均 曲率 流 在 时 间 区 间 [0,T) 上 的 解 ， 其 中 T < оо. wR 

(Dt= 08%, Н? > 2 Ki, 


1 
(BI = ( Wa Jasa) * <o, HPaHMRa > n+ HRA 
жк, 
那么 该 平均 曲率 流 的 解 可 以 延 拓 到 时 间 了 之 后 . 


这 里 流 形 R 具 有 有 界 几何 性 质 是 指 : (i)N 的 截面 曲率 有 界 ; (ii)N 的 单 射 半 径 
具有 正 的 下 界 . 


在 第 三 章 中 , 我 们 将 曲率 积分 条 件 下 超 曲面 平均 曲率 流 解 的 可 延 拓 性 定理 
推广 为 一 般 黎 曼 流 形 中 高 余 维 平均 曲率 流 解 的 可 延 拓 性 定理 . 高 余 维 的 平均 曲 
率 流 是 平均 曲率 流 研究 课题 中 极为 困难 的 情形 . 目前 关于 平均 曲率 流 的 研究 主 
要 集中 在 超 曲 面 的 情形 , 即 余 维 数 为 1 的 平均 曲率 流 . 对 一 般 余 维 数 的 平均 曲率 
流 , 目前 的 研究 结果 较 少 . M. Т. Wang, K. Smoczyk, J. Y. Li, J. Y. Chen, Y. L. 
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Xin, B. Andrews 和 C. Baker 等 人 先后 研究 了 四 维 Einstein 流 形 中 曲面 的 平均 曲 
率 流 , 图 子 流 形 的 平均 曲率 流 , Lagrange 子 流 形 的 平均 曲率 流 和 欧 氏 空间 中 的 高 
余 维 平均 曲率 流 [2, 16, 63, 65, 70, 71, 72, 73, 80]. 我 们 研究 了 曲率 积分 条 件 下 黎 
曼 流 形 中 高 余 维 子 流 形 的 平均 曲率 流 解 的 可 延 拓 人 性 , 得 到 了 如 下 的 结果 . 


定理 3. 设 N"t? 为 具有 有 界 几 何 性 质 的 n + pRRE AW, ЕБ: М" — NOH 
闭 子 流 形 M 上 的 平均 曲率 流 在 时 间 区 间 [0,T) 上 的 解 , HPT < оо. 如 果 
(1) 存 在 正常 数 a 和 b, 使 得 在 Mi,t € 0,7) ERRIA <a|HË +b, 


(ва = (Т Jug Hdd)" < o, Хаж ARa > n+ HRA 


常数 ， 
那么 该 平均 曲率 流 的 解 可 以 延 拓 到 时 间 T 之 后 . 


本 文 第 四 章 研 究 了 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 欧 氏 空间 中 超 曲 面 的 平均 曲率 流 的 
收敛 性 定理 . 上 世纪 八 十 年 代 , Huisken[33] 获 得 了 关于 平均 曲率 流 收敛 性 的 著名 
定理 . 


定理 C.[33] 设 Mo 为 欧 氏 空间 RR"+!1 中 一 致 包 的 n(> 2) 维 紧 致 超 曲 面 ， 即 Mo 的 
第 二 基本 形式 在 每 一 点 都 是 严格 正 的 . 则 以 Mo 为 初始 曲面 的 平均 曲率 流 在 有 限 
时 间 0 <t< T < oo 上 具有 光滑 解 , 并 且 当 t 一 T, M, = F(M)ik3)J—4 Bl 
Ф. 


Huisken 的 平均 曲率 流 收敛 性 定理 是 在 逐 点 拼 挤 条 件 下 获得 的 我们 首 
先 将 Huisken 的 收敛 性 定理 拓 广 为 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 超 曲面 平均 曲率 流 的 收 
MEZE. 设 4 为 平均 曲率 流 超 曲 面 的 无 迹 第 二 基本 形式 , 我 们 得 到 了 如 下 结果 . 


定理 4. RA: М" R(n > 3) 为 光滑 闭 超 曲面 B £ Mo = РОМ) ЕЖА 
ЖН #0. 则 对 于 菜 一 国定 的 实数 p(> 1)， 存 在 可 用 mu p, minm, (HPA Ж 
式 表示 的 正常 数 C1, 使 得 如 果 


ПА < б, 


那么 以 局 为 初始 超 曲 面 的 平均 曲率 流 在 有 限 的 最 大 时 间 区 间 [0,T) 上 和 存在 
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叭 一 的 光滑 解严 : Mn x [0,T) 一 RY. St 一 TH, А] жт € 
RH, 并 且 正 规 化 的 映射 所 = Fatt RF KAA 2 A Fr, 使 


Е.М)" P tón ft i tk n. 


定理 5. Жу: M" > R(n > 3) 为 光滑 闭 起 曲面， LEM = 丽 (M) 上 处 处 满 
RH #0. 则 对 于 某 一 国定 的 实数 p(> п), 存在 可 用 mu p, minm |Н 112 ® 
式 表示 的 正常 数 Cu， 使 得 如 果 


ПА < C2, 


那么 以 出 为 初始 超 曲 面 的 平均 曲率 流 在 有 限 的 最 大 时 间 区 间 |0,T) 上 奇 在 
唯一 的 光滑 解严 : M" x [0,T) 一 RH. St 一 了 时 ， 及 一 致 收效 到 点 ZE 
RH, 并 且 正规 化 的 映射 所 = cri 义 下 收敛 到 极限 嵌入 区 ,使 


PMAR Ф бп. 


在 本 文 第 五 章 中 , 我 们 研究 了 欧 氏 空间 中 高 余 维 平均 曲率 流 在 曲率 积分 拼 
挤 条 件 下 的 收敛 性 问题 . 由 于 目前 对 平均 曲率 流 的 研究 大 多 集中 于 超 曲 面 的 情 
Ж, 关于 高 余 维 平均 曲率 流 的 研究 结果 较 少 . 最 近 , B. Andrews 和 C. Baker[2]iE 
明了 逐 点 拼 挤 条 件 下 欧 氏 空间 中 高 余 维 的 平均 曲率 流 的 收敛 性 定理 . 


EAD 设 Mo = F(M AR Hn(> 2) 维 紧 臻 光滑 子 流 形 ， 若 在 Mo 上 
处 处 满足 吾 关 0, 并 且 |4 < снр, KEW 


£ 2<n<4 
<l w <п<4, 
esf 1 п> 4, 


D 
则 以 Mo 为 初始 流 形 的 平均 曲率 流 在 有 限 的 最 大 时 间 区 间 [0,T) 上 存在 唯一 的 光 
RRR: М" 一 RR"t4， 当 t 一 时， 及 (.) 一 致 收效 到 点 ZE RH, 并 且 正 规 化 的 
平均 晶 率 流 收 全 到 及 "+4 中 的 n 维 标准 球面 . 


我 们 在 研究 整体 拼 挤 条 件 的 基础 上 , 证 明了 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 欧 氏 空间 
中 高 余 维 平均 曲率 流 的 收敛 性 定理 , 
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定理 6. ЖР: М" э R(n > 3) 为 Rn+d 中 的 光滑 闭 子 流 形 ， 则 对 于 某 一 
固定 的 实数 p(> 1), 存在 依赖 于 np, Vol(Mo) 和 ||4||u+z 的 正常 数 Cs, 使 得 如 果 


llAlls < б, 


那么 以 有 加 为 初始 子 流 形 的 平均 曲率 流 在 有 限 的 最 大 时 间 区 间 [0,T) 上 存在 
唯一 的 光滑 解 玉 : M" x [0,T) = RH, St TH, F— # k # 2) Әл € 
Ri, 并 且 正 规 化 的 映射 所 = yin ТЖЕ ЛЁ, 
ЕМ)» Ф п. 


定理 7. KF: M" 一 R"+d(n > 3) 为 Rn"+d 中 的 光滑 闭 子 流 形 ， 则 对 于 某 一 
固定 的 实数 p(> п), AERA Tn, p, Vol(Mo) 和 || 吾 | :2 的 正常 数 C4, 使 得 如 果 


АІ, < Cu 


那么 以 丙 为 初始 子 流 形 的 平均 曲率 流 在 有 限 的 最 大 时 间 区 间 [0,T) 上 存在 
叭 一 的 光滑 解 尺 : М" x [0,T) — R+. št 一 ТА, Б-КА Ат € 
RH, 并 且 正 规 化 的 映射 到 = PERG EC PERF RAAF, 使 
得 所 (M) 为 R"td 中 的 n 维 标准 球面 . 


特别 地 , 我 们 得 到 如 下 的 微分 球面 定理 . 


E8 ЖЕ: М" 一 R"+4(n > 3) 为 及"+d 中 的 光滑 闭 子 流 形 ， 则 对 于 某 一 
固定 的 实数 p(> п), 存在 依赖 于 np, МоМо) |Н ||, 使 得 如 果 


Ally < Cs, 


那么 M 微 分 同 胚 于 n 维 标准 球面 . 


Ж #9. ЖЕ: M" э R(n > 3) 为 R"to 中 的 光滑 闭 子 流 形 , 并 且 在 Mo = 
Fo(M) 上 处 处 满足 日 Z 0， 则 对 于 某 一 固定 的 实数 p(> п), 存在 依赖 于 mn р, 
IH |l minm В| Е Со, 使 得 如 果 


А < Cs, 
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那么 M 微 分 同 胚 于 mn 维 标准 球面 ， 


本 文 第 六 章 研究 了 第 [个 Ricci 曲 率 拼 挤 条 件 下 黎 曼 子 流 形 的 微分 球面 
定理 ， 球 面 定理 是 曲率 与 拓扑 研究 领域 的 重要 研究 方向 之 一 . 在 上 世纪 
EHER, Н. E. Rauch 首 先 提出 了 1/4 拼 挤 条 件 下 的 拓扑 球面 问题 . 半 个 多 
世纪 以 来 , 许多 著名 的 数学 家 在 这 一 领域 做 出 了 卓越 的 贡献 ， 六 十 年 代 ， 
M. Berger[3] 和 W. Klingenberg[38] 对 1/4 拼 挤 流 形 证 明了 著名 的 拓扑 球面 定理 . 
19824, R. Hamilton[27] 首 次 运用 Ricci 流 研究 了 Poincaré 猜想 , 他 证 明 : 任 一 具 
有 正 Ricci 曲 率 的 三 维 紧 致 黎 曼 流 形 微分 同 胚 于 S"， 近 三 十 年 来 , 几何 流 的 发 
展 为 球面 定理 的 研究 提供 了 新 的 有 力 工具 . 最近, S. Brendle 和 R. Schoen|8] 运 
用 Ricci 流 将 Berger 和 Klingenberg 的 结果 改进 为 微分 球面 定理 . 

二 十 世纪 七 十 年 代 , S. T. Yau[95] 和 T. 1tohl3] 证 明了 截 曲 率 拼 挤 条 件 下 球 
面 中 极 小 子 流 形 的 刚性 定理 . 


定理 E.[95, 3] 设 M" 为 球面 S"+p(1) 中 的 n 维 可 定向 紧 致 子 流 形 ， 若 M 的 截 


面 曲率 满足 
. fp- n 
Ku 2min {6} 


则 M 必 为 全 测 地 子 流 形 ,两 个 球面 的 乘积 流 形 , 和 Veronese 子 流 形 之 一 . 
最 近 , H. W. Xu 和 J. В. Gu[26] 证 明了 下 述 结果 . 


定理 F.[26| 设 M" 为 球面 S"+p(1) 中 的 n 维 可 定向 紧 致 子 流 形 ， 若 M 的 截面 曲 
FRR 
sgn(p — 1)р 
2(p+1) ' 
则 M 必 为 全 测 地 子 流 形 , 两 个 球面 的 乘积 流 形 ,和 384(1) 中 的 Veronese 曲 面 之 一 ， 


Ky 之 


运用 子 流 形 上 稳定 流 消 没 定理 和 S. Smale[62] 证 明 的 n(> 5) 维 广义 Poincaré 
ЖИВ, Н. Lawson 和 J. Simons[39] 证 明了 球面 中 紧 致 子 流 形 的 拓扑 球面 定理 . K. 
Shiohama 和 H. W. Xul58] 改 进 并 推广 了 H. Lawson 和 J. Simons 的 结果 ， 得 到 了 非 
负 常 曲率 空间 形式 中 完备 子 流 形 的 最 佳 拓扑 球面 定理 . 运用 Ricci 流 的 相关 理论 ， 
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Н. W. Xu 和 PE. T. Zhao[92] 证 明了 如 下 的 子 流 形 的 微分 球面 定理 . 


定理 G.[92] AM ARSS 1/4) 拼 挤 的 n + pPHR LAWN? YP п> 4) 维 可 
定向 的 紧 致 子 流 形 . $K. (z) := шах,ст,м K(z,m), 这 里 KK(z,7) 是 流 形 N 在 
点 ZE NN 处 的 关于 切 平 面 i(C TN) 的 截面 曲率 . 如 果 对 任意 的 z € M 有 


8V2- 
5) < ER ula) - 1), 
那么 M 微 分 同 胚 于 一 个 球面 空间 形式 . 特别 地 , 如 果 jM 是 单 连通 的 ,那么 M 微 分 
同 胚 于 %m 维 标准 球面 Sn". 


H. W. Xu 和 J. R. Gul85] 在 数量 曲率 拼 挤 条 件 下 证 明了 非 负 常 曲率 空间 形 
式 中 完备 子 流 形 的 最 佳 微分 球面 定理 . 


定理 H.[85] 设 M" 为 n 十 p 维 非 负 常 曲率 空间 形式 N"tP 中 的 n 维 可 定向 完备 
子 流 形 . 如 果 » 

ММ) = sup (s = ч - 2) <0, 
那么 M 微 分 同 胚 于 标准 球面 Sn". 


运用 曲率 估计 、 稳 定 流 消 没 定理 和 Ricei 流 收敛 性 定理 , 我 们 证 明了 
第 k 个 Ricci 曲 率 拼 挤 条 件 下 黎 曼 子 流 形 的 微分 球面 定理 . 


定理 10。 设 M" 为 黎 曼 流 形 N"t? 中 的 n(> АЕТ, K(z,z)3 NË 
点 ZE N 处 关于 切 平面 r(C TN) HRB BH, AK mlt) := шах,ст„м RK (z, r), 
K min() := minrcT,N K(x, т). 如 果 M 的 第 k 个 Ricci 曲 率 满足 


Rica) > ҚС (п) ах — Ca(n) К» + Сз(п)Н?), 


其 中 常数 Ci(n) = EE, Oln) = sarge, Cln) = езу, k Ж 
个 小 于 nn ЕЕ, AMBP EAR EA. 特别 地 , SMR 
单 连通 的 , 则 M 微 分 同 胚 于 m 维 标准 球面 S". 
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特别 地 , 对 于 外 围 空间 为 非 负 常 曲 率 空间 形式 F"+?(c) 的 情形 , 我 们 获得 了 


ЖЕП. 设 M" 为 具有 非 负 常 曲率 c 的 空间 形式 FtP(c) 中 的 n(> 4) 维 紧 致 子 
ЖЖ. З ЖМ Е ссі Ф А 


Rica) > k|C.(n)c + Сз(п)Н?), 


其 中 为 菜 个 小 于 n 一 1 的 正 整数 ,常数 Cs(n) = BAB, O(n) = SP, 
АМЕА". 


对 于 k = 2 的 情形 , 我 们 在 外 围 流 形 为 一 般 黎 曼 流 形 N"+z 和 非 负 常 曲率 空间 
形式 F"+z(c) 的 情况 下 分 别 获得 如 下 的 第 2 个 Ricci 曲 率 拼 挤 条 件 下 的 微分 球面 定 
理 . 


定理 12， 设 M" 为 黎 受 流 形 Nn+p 中 的 pn{> 4##Ж-+ ЖЖ, Kir) ANE 
点 ZE 六 处 关于 切 平面 r(C Ts 入 ) 的 截面 曲率 . AK (т) := шахст„м К(т,т), 
Кшшщ(т) := шїш,ст„м K(z, т). 如 果 M 的 第 2 个 Ricci 曲 率 Rict) 满 足 

Rico) > @ - £) Rox Кш + z, 
那么 M 微 分 同 胚 于 一 个 球面 空间 形式 . 特别 地 , БМА ФЗ а, МЕА 
于 m 维 标准 球面 S"， 


定理 13， 设 M" 为 具有 非 负 常 曲 府 c 的 空间 形式 F"t?(c) 中 的 n(> MATRA 
紧 致 子 流 形 . 
(1) 如 果 M 的 第 9 个 Ricci 曲 率 满 足 


Rico) > c+ B2, 


п? 
8(n — 2) 
那么 M 拓 扑 同 胚 于 标准 球面 S". 

(2) 如 果 MM 的 第 2 个 Ricci 曲 率 满 足 
Rico) > (2- Set tH, 


那么 M 微 分 同 胚 于 标准 球面 Sn". 
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本 章 研究 曲率 积分 条 件 下 黎 曼 流 形 中 超 曲面 平均 曲率 流 解 的 可 延 拓 性 . 

假设 (M, AN, h H nde п + 1 维 紧 致 无 边 黎 曼 流 形 , F: М" 一 
Nn+1 是 一 族 光滑 浸入 超 曲 面 . 我 们 称 Mt = 及 (M ) 为 黎 曼 流 形 中 超 曲面 平均 曲 
率 流 的 解 , 如 果 玉 满足 


F(z,t) = —H(z,t)v(z,t), 
F(z,0) = F(z), 


HPF (2,t) = F(z), 卫 (z,t) 为 超 曲面 Mt = БОМ) ahh PHS, (z, t) 
单位 外 法 向 量 , 所 为 给 定 的 初始 超 曲 面 . 

上 世纪 七 十 年 代 , K. Brakke[5] 首 先 从 几何 测度 论 的 角度 研究 了 平均 曲率 
流 . 之 后 , G. Huisken[33, 34, 3 引 对 超 曲 面 的 平均 曲率 流 进行 了 一 系列 研究 . 他 
证 明了 : 若 欧 氏 空间 中 超 曲 面 的 第 二 基本 形式 关于 时 间 一 致 有 界 , 则 平均 曲率 
流 在 时 间 上 可 以 向 后 延 拓 ，N. Sesum[51] 利 用 爆破 的 方法 证 明 : 如 果 黎 曼 流 形 
的 Ricci 曲 率 关 于 时 间 一 致 有 界 , 那么 Ricci 流 的 解 关于 时 间 可 以 延 拓 . 最 近 , В. 
Wang[68] 证 明了 在 曲率 积分 条 件 下 Ricci 流 的 解 关于 时 间 的 可 延 拓 性 定理 . 受 其 
BR, 我 们 研究 了 平均 曲率 流 的 解 在 曲率 积分 条 件 下 关于 时 间 的 可 延 拓 性 问题 . 


2.1 主要 结果 


1984 年 , G. Huisken 证 明了 逐 点 拼 挤 条 件 下 超 曲 面 的 平均 曲率 流 解 的 可 延 
拓 性 定理 . 


定理 A.[33] 设 0 < T < oo。 如果 欧 氏 空间 中 紧 臻 超 曲面 的 平均 曲率 流 的 第 
二 基本 形式 关于 时 间 一 致 有 界 ,， 即 存在 与 时 间 无 关 的 常数 C, 使 得 在 时 间 区 
间 [0,T) 上 有 

max |A| < С, 


那么 该 平均 曲率 流 的 解 可 以 延 拓 到 时 间 T 之 后 . 
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B. Wang 给 出 了 曲率 积分 条 件 下 Ricci 流 的 解 关于 时 间 的 可 延 拓 性 定理 . 


定理 B.[68] 设 (M", g(t)) 是 Ricci 流 在 时 间 区 间 [0,T) 上 的 解 , HPT < co. 如 
果 
(了 存在 正常 数 C， 使 得 对 所 有 (zx,t) є M x [0,Т), 有 Ric(z,t) > —C, 


(ЕЛА моту = ( JË 18а)" < 00, Фада > BRAK, 
那么 Ricci 流 的 解 可 以 延 拓 到 时 间 T 之 后 ， 


一 个 自然 的 想法 是 , 能 否 给 出 曲率 积分 条 件 下 平均 曲率 流 解 的 可 延 拓 性 
EH. 在 本 章 中 , 假设 外 围 流 形 N 具 有 有 界 儿 何 性 质 , 即 (i)N 的 截面 曲率 有 界 ; 
(i)N 的 单 射 半径 具有 正 的 下 界 . 设 N 的 截面 曲率 Kw 满足 -Ki < Ky < Ky, 其 
中 KK1 和 Ko 为 非 负 常数 ; 设 N 的 单 射 半径 具有 正 的 下 界 iw， 运 用 Moser 迁 代 的 方 
法 , 我 们 在 曲率 积分 条 件 下 证 明 一 般 黎 曼 流 形 中 超 曲 面 平均 曲率 流 的 解 关于 时 
间 的 可 延 拓 性 定理 . 


定理 1. 设 N"+1 为 具有 有 界 几 何 性 质 的 nl 十 ARRAY, F: М" — N'A 
闭 超 曲面 M 上 的 平均 曲率 流 在 时 间 区 间 [0,T) 上 的 解 , APT < оо. 如 果 
(ОВО, RH (0, t) e M x [0,Т), Hhy > —C, 

k 
(оаа = (анана) осу Яой йа >n +26 


常数 ， 
那么 该 平均 曲率 流 的 解 可 以 延 拓 到 时 间 T 之 后 ， 


定理 2. 设 N"t1 为 具有 有 界 几 何 性 质 的 n + ARRAY, NO HAD EK yi 
А-К, < Ky < К 其 中 Ki 和 Ks 是 非 负 常 数 . RR: Mn 一 N'Y A ИА 
面 M 上 的 平均 曲率 流 在 时 间 区 间 [0,T) 上 的 解 ， 其 中 < оо. 如果 

(t= 08, Н? > n? Ki, 


1 
(Dilaser) = (£ йр ledai)? < оо, 其 中 a 为 满足 a > n+ ARA 


常数 ， 
那么 该 平均 曲率 流 的 解 可 以 延 拓 到 时 间 T 之 后 ， 
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对 于 定理 1 中 外 围 空 间 为 欧 氏 空间 R"+! 的 情形 , N. Le 和 N. Sesum[40] 使 用 不 
同 的 方法 也 得 出 了 相同 的 结论 . 

以 下 的 例子 说 明 在 外 围 空 间 N"+1 为 完备 单 连通 空间 形式 的 情况 下 , Ж 
理 1 和 2 中 的 条 件 a > n 十 2 是 最 佳 的 . 


B. G) FNH = RANT, 98" = (z € RH : Se? = 1). Р 


AS AIR +p AY RHE КА. MWR) = VI 二 2ntF 是 平均 曲率 流 的 解 ， 
并 且 [0, 去 ) 是 解 的 最 大 存在 时 间 区 间 . 通过 计算 可 得 gy(t) = (1 — 2nt)gi, 


H(t) = a Bh (t) > 0. 则 
(Шке) 


(Гает), 


|Hllo,aexto,7) 


" 


其 中 C1 是 正常 数 . 于 是 有 


=o, Qa>n+2, 
Н la,aex(o.r) I 
<o, a<n+2. 


这 说 明 当 N"+! = R"+1 时 定理 1 和 2 中 的 条 件 a > n + 2 是 最 佳 的 . 

(加 假设 F"+l(oj 是 具有 常 曲率 c 的 完备 单 连 通 空间 形式 , 其 中 c = 180-1. NH = 
F"+1(c) 的 情形 , MAN = SHN H = HH, RM = Sm(ro) 是 N"+! 中 半径 
为 ro 的 全 脐 球面 , 其 平均 曲率 为 常数 Eo, 并且 


0, c= 
Ho> 4 ， 
š | n, c=-l. 


4d = түй. ОЕ) = -ro 的 球面, 其 中 H(t) = 


жшк w Nia) ЖАВ RECO ENON, 它们 满足 以 M = 
S"(ro) C N"+ 为 初始 曲面 的 平均 曲率 流 . 则 解 的 最 大 存在 时 间 
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第 二 基本 形式 满足 h > 0, Sr"(r()) 的 体积 V(t) = (ES) w 其 中 W 


是 S"(ri) 的 体积 . 则 有 
(Г [erea 


T ® 
( [ нуда) 
0 
T _ deine "F š 
б, ( Í өчем (1295) a) ， 
其 中 Cs 是 正常 数 . 由 T 的 有 限 性 可 知 (n2-?"de2net)8 具 有 正 的 上 界 和 下 界 , 并 且 


[Cee = оо, a>n+2, 
0 c < oo， a<n+2. 


Н ||һ,мхют) | 


这 说 明 当 Nn+l = Sn+1 或 者 N"+l = H"+1 时 定理 1 和 2 中 的 条 件 a > n + 2 是 最 佳 
的 . 


[[Н||һ,мхют) 


I 


于 是 


=o, «@>п+2, 
<œ, а<п+2. 


22 ”准备 工作 


假设 (M, 9g) 是 n 维 紧 致 无 边 流 形 , F: М" 一 NH ERIR ZHEN, h) 
的 光滑 漫 入 ， 记 MM 的 诱导 度量 和 第 二 基本 形式 分 别 为 gf = {д}ЖА = {hy}, 
M 的 平均 曲率 召 为 第 二 基本 形式 4 的 迹 . 记 立 和 已 c 分 别 为 黎 曼 流 形 N 上 的 联络 
和 曲率 张 量 . 选取 适当 的 局 部 标 架 使 得 eo = v, 记 N 在 此 标 架 下 的 曲率 张 量 的 分 
量 为 Ragcp, (A, B,C, D = 0,1,.… ,n). 

HE, 我 们 给 出 一 般 黎 曼 流 形 中 超 曲面 的 平均 曲率 流 的 一 些 发 展 方程 
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引 理 2.1.|20, 34] 对 于 获 受 流 形 中 的 平均 曲率 流 , 有 以 下 的 发 展 方程 


ó 
z = ~2Hhij, 
alal? 2 2 2/1412 + P 
OAL = AJAR- AVAR + ДАРА? + Bicis) 
—4(hihr Rs 1 ВМ", ау) — 2h” (F Ro t+ V Ro; l), 
8 


ЯН = AH + H(|AË + Ric(v,v)). 


下 面 的 Sobolev 不 等 式 将 在 定理 的 证 明 中 用 到 . 


引 理 2.2.[32] 设 M" 为 黎 曼 流 形 N"t? 中 的 n(> 2) 维 闭 子 流 形 ， 且 N 的 截面 曲 
率 Kw 满 足 Kw < P. RhAM EMA AC HSK. 则 有 


( [4 nardu) < бф о) /, [ival + лн |, 


(1-a) t (wz Vol(supp h))* <1, 2p < in, 


其 中 


且 
_ f isin b(t- a) 7 (w; Vollsupp h))*, DARA, 
PE N d- о) 0-7 (вир h))Ë, BAER, 
这 里 a 为 自由 参数 , 0<a< 1, R Š 


wd 
"л". 


С(п,о) = 5" aah — a) "= 二 


对 于 b 为 虚数 的 情形 , 可 以 省 略 C(n, a)? hr. 


下 面 的 引 理 给 出 了 Sobolev 不 等 式 的 一 个 适当 的 形式 , 这 将 在 定理 的 证 明 中 
直接 使 用 . 


引 理 2.3. 设 M" 为 歼 曼 流 形 N"t? 中 的 n(> 3) 维 闭 子 流 形 , 且 N 的 截面 曲率 Kn 满 
A Ky S 0. 设 /为 M 上 的 非 负 C1 函 数 ,满足 


Къп + 1)* (w; Vol(supp /))* < 1, (2.1) 
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2K; sin? KË (n + 1)*(wz"Vol(supp f))* < iw. (22) 
则 有 


2 (п – 2)? 
П > T-Dats) 


sleds (Sa) m+) [radon 


SEP Hy = maxzew |H), O(n) = C(n, 25), в > 0 为 自由 参数 . 
证 阴 . 对 所 有 满足 引 理 条 件 的 非 负 函 数 g e CHM), 由 引 理 2 可 知 
(f. gan) ` <Ci) f Wal + айн. 
Hg = f PRATE 
号 2(n-1) Pa dient 
(J, sau)” < Say oe) | do Еа 
由 Halder 不 等 式 可 知 


(f. ra) <сы) pa fi лгы) +щ( , pa) |. 


于 是 得 到 


(ma) < cm [eee Í vya, 


引 理 证 毕 . 


23 平均 曲率 的 估计 


本 节 证 明 关于 平均 曲率 的 一 个 估计 式 , 这 一 结果 将 在 定理 1 和 2 的 证 明 中 用 
到 ， 
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312.4. ЖЕ: M" — № (n > 3)#t є [0,To] 上 的 平均 曲率 流 , 并且 第 
二 基本 形式 A 在 时 间 区 间 [0, To] 上 一 致 有 界 . 则 有 


2 


To с] 
ma. (0) <o, (нова), 
(z)eMx[2P To] о Jm 


其 中 Cs 为 依赖 于 2， Ту, зир дємхюљА, К, Ks 和 NN 的 单 射 半径 下 界 in(> 
0) 的 常数 . 


证 明 . 我 们 应 用 抛物 方程 的 Moser 和 迭代 方法 证 明 . 由 引 理 2.1 中 的 发 展 方程 可 
DAB BH? AY RR 
š = AH? — 2)V HË + 29А) + 2H?Ric(v,v). 
由 于 |4j 一 致 有 界 , 因此 可 得 
on < AH? +H’, (2.4) 
其 中 8 是 与 n, suplebeMxloml |4| 和 天 2 相关 的 正常 数 . 
对 于 任意 的 0< R < R < co 和 ze М,Ф 


i z € Boo) (7, R), 
n= neli [Valo Sate © Baole Е) \8,0)(2, R), 
0 z € M\Byo(t, В). 


BURA DRURY, 使 得 关于 度量 g(0) 满 足 引 理 2.3 的 条 件 (2.1) 和 (2.2). 因为 M 上 某 
个 确定 区 域 的 面积 沿 平 均 曲率 流 递减 , 故而 wn 关于 度量 g(t)(t e [0, To]) 仍 然 满足 
下 理 2.3 的 条 件 (2.1) 和 (2.2). Sf = |HË, B(R') = Byo(2, А), 则 由 (2.4) 可 知 , 对 
于 任意 的 p > 2, 


19 f Pana < / PFPA fd 
B(R!) 


` +Í asal „Тр. 
B(R') PJ BR) д 
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对 上 式 分 部 积分 得 到 
1 = _4Ф—1) Fn) |2 4 2 
ШАГ af VEDE dae f py tras 


B(R!) 


i inf 
+0222 | „Уй! Л Ут 


2 2 
< -2f IVU pant? Теор an 
P Ув(к') P Јв(в) 
因此 
12 pas < -2 ух +8] Fn 18 
pot Jer) p 
3 1 д 
+- Vn Ë fd +- J P— dud, 
Sine! n Раш 5 ЖИЕ; йш 
* 2 
ЕНД" 
р P SBR) 
于 是 得 到 
2 Piin + | „зїн 
B(R') B(R') 


< 2 i | Vn P а + Bp / "йш. (2.5) 
B(R') B(R') 


对 任意 的 0 < + < т' < To, 定义 [0, TH] 上 的 函数 多 : 


0 0<t<r, 
w=) = Tatars 
1 TSt Т. 


对 (2.5) 两 边 乘 以 y(t) 得 到 

$f Pram) +e f от Pa 
B(R') B(R') (2.6) 

<% f | Vn É ад + (Bpy + W) / таш. 
B(R') B(R') 


对 任意 的 t є [7', To], (2.6)£E[r,1] ЯЛ 


t 
Раш [| 9050 P anat 
B(R') 7! JB(R') 


x 2 1 % 2 
= 7] f | Vn |° fPdudt + (Bp+ = )/ fn? durdt. 
r JBR) T/ Jr J BCR!) 
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对 于 充分 小 的 忆 , 以 下 的 Sobolev 不 等 式 成 立 


a=? 


( f Bau) 3 
B(R') 


II 


I rin És, 
4(n — 1)?(1 + s)C2(n) в ур 
— [гта 


+H3C%(n)(1+ 2) Í В Раш. 


lA 


因此 得 到 
РО раша 
BR) 
K 2525 
s L ( B(R) & in) ra =н Йй at 
2 To 
5 ы ( B(R') Pr au)” Я! [ ir 199 IV (fm аш 
1 
+H3C*(n) (1 + 5) f ы Pdu] dt 
£ m 
2 1 2 2 
a za ( B(R') pa dn) š Í Leg WCF nde + Í. Рт daa: 


To 
ср J f | Wal? таша 
+ JB(R) 


+( 
B(R') 


这 里 我 们 取 s = 1, ВОО Hupe рем „рды |4| 的 常数 
ВУ < Уе, 其 中 1 = maxocter |19110, 因此 


To å To 1н\2 
Рана < f° (тето ен) Pana 
т JB(F) r SBR) 


eTo To Ба 
ae | ТЕ 


IA 


IA 


1+2 


asal ; 


IA 


IA 
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这 里 C, 是 只 与 np 和 supe penon |4| 有 关 的 常数 . 于 是 得 到 


отъ \ 148 
(1+2) < 2e 
fr J Panit є © СЕЕ: 


х ( T /, 攻 Panat) % ; (2.7) 


令 L(p,t,R) = Ј f, a P 则 (2.7) 可 以 表示 为 
1 2eCsT Nt 和 2 
(1+2 =), т R) <Q (®+ „= +R aon L(p,7,R)**. (2.8) 
iu = 1+2, pe = ME pt, ъ= (1-н)ь R =F (14+ dp), ЖӨЕ = 0,1,2,-—. 
则 由 {2.8) 可 得 


= +2)8 А 
Lest, тна, Rea) < Ср" pa eee š 


p-1 t 


хи% Pk (рь, ть Ru). 


8e so ш š 
+ Gane 


因此 对 任意 的 m > 1, 有 


ks 
(рпа, тпл, Rms)? 


Хто (n +2)8 а и У Be о а зыў 
Аз УТ таи ayl 
хиЁРө L(po, To, Во)®. 
令 m — +00, 得 到 
п 1 = J 
fi) < АСЫ + Ff J taa)” ‚ (29) 


其 中 Ce 是 依赖 于 n, supwxlozl lAl, Ki 和 Ks 的 正常 数 . 
现在 我 们 取 充 分 小 的 刺 , 使 得 


Кп +1) Уо о)(В(Е7)) < 1, (2.10) 


2K73? sin K3 (n+ 1) (wz Volo (B(R))* < in. (2.11) 
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对 于 度量 g(0), 存在 依赖 于 n, шах,єм, Al, Ki AK RARER RK, 使 得 Mo 的 截 
面 曲率 以 天 为 下 界 . 由 Bishop-Gromov 体 积 比较 定理 , 我 们 有 


Volyo)(B(R')) < Volx(B(R)), 


其 中 Volkx(B(R')) 是 具有 常 曲率 KK 的 n 维 完备 单 连 通 空 间 形式 中 半径 为 忆 的 球 的 
体积 , 令 忆 为 满足 以 下 两 个 不 等 式 的 最 大 值 : 


Koln +1) (we Уоік(В(Е/))? < 1, 
2K37? sin KË (n + 1) (о Уоік(В(А)) < ix. 


ЖЕК Fn, Ki, Ka, in 和 supxxlozoj | AP, HAV olo (BR) iH EAB (2.10) 
和 (2.11). 于 是 由 (2.9) 式 得 到 


0 н 
max |HP(a,t) < Cs ( y 六 нды) ， 


(zt)eMx[2Ë TJ] 


其 中 Cs 为 依赖 于 n, To, зир емхр} Al Ki, Kz 和 in 的 正常 数 . 引 理 证 毕 . 


2.4 ”曲率 积分 有 限 的 平均 曲率 流 的 可 延 拓 性 
本 节 给 出 定理 1 和 2 的 证 明 . 


定理 1 的 证 明 . 根据 Hilder 不 等 式 , Ha > п + 2, 则 由 || 吾 lexxom < co 可 以 
J#EHI||H||, o 9) < оо, 因此 我 们 只 需要 证 明 在 a = п 十 2 时 定理 成 立 . 

我 们 采用 反 证 法 证 明 ， 假设 平均 曲率 流 的 解 不 能 延 拓 到 时 间 T 之 后 , 则 
当 t 一 TH, |4| 一 +оо. 由 定理 1 的 条 件 h; > -CTE 


У + O) < Crltr(his + OVP, 
ij 
其 中 Cry 是 只 与 nm 有 关 的 正常 数 . BAP 一 +оо 8), (hj + С)? 一 +оо. RA 
为 
(а +С)? = (H + nC)? = Н? + 2nCH + п2С?, 
所 以 


SU Н?(2,#) = оо. 
(z,)eMx[0,T) 
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选取 递增 的 时 间 序列 ,i = 1,2,.…, 使 得 limi-,oot9 = T. RAFO € M, W 
足 


H? (z®,t®) = H(z, t). 
Ё = (дем хм] 22 


MA limo H?(2, t®) = оо. 
AQW = H%(cl), 0), Д, QË = oo. ХН. = T > 0, 因此 
存在 正 整数 jo, 使 得 当 i > iM QO > 13E BQ > 1. 定义 
FO(t) = P (Ser + w) : (M, g(t) — (N,Q®h). 
WH M(t) = FOR) (Qh) 分 别 为 P(E) 的 平均 曲率 向 量 和 由 F(t) 诱 导 
的 M 上 的 度量 , WEOE) : M 一 Nn"+l 仍 然 是 平均 曲率 流 在 时 间 区 间 [0,1 上 的 
B. 由 于 在 M x (0,7) LEA, > —C, 因此 在 M x [0,1] EA 


Н, (z,t) <1, А > 一 一 一 一 (2.12 
G) 


е Jar 
其 中 4 四 = 网 为 P@(t) 的 第 二 基本 形式 . 由 (2.12) 可 知 /2 b+ Thy 20. B 因此 


0, © <in nC 
hy + Jou < tr (к + 而 в) < Ho + О” 
于 是 得 到 /< Ho + 020. шї > 和 时 > 1, MIAO] < Cs, 其 中 Cs 是 


јк = 
与 无 关 的 常数 . 考虑 (M, 4® (t), 20), tel, 1]. 由 [15] 中 的 收敛 性 结果 可 知 , PF 
FMO, g(t), ce Sk BZ & Hit FE ( (M,G(t), 2), 并 且 相应 的 漫 入 序列 FG 人 b 收 
KAAF): MR, te [0,1]. 
由 于 (和 N,h) 具 有 有 和 界 几何 , 并 且 当 i > io 时 QW > 1, 因此 对 每 个 i > io, 
(N, Qh) 也 具有 有 界 几 何 , 并 且 具 有 与 (N, hh) 相 同 的 上 界 和 下 界 常数 ， 则 由 引 
理 2.4 可 知 


1 9+7 
шах H (z,t) < С Í f Hy |"*?¢, at) 
(zt)eMt)x[1 1] ol ) `( А ha! ‘al Ше) П 
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其 中 Co 是 与 i 无 关 的 常数 , 于 是 推出 
Р 1 = 
E OO < ве (гена) 


@+(0%@)у-1 
lim Cy ( ў / нта) 
жы ко M: 
= 0. (2.13) 


= 


1A 


其 中 (2.13) 中 的 等 式 成 立 应 用 了 人 fy, HP dudt < +оо Him: soo(Q) = 
0. 另 一 方面 , 由 点 列 的 选取 方式 可 知 


FE, 1) = lim H?,(2,1) = 1. 


这 与 (2.13) 式 矛盾 . 这 就 证 明了 定理 1. 
应 用 类 似 的 方法 可 以 证 明定 理 2. 


定理 2 的 证 明 . 根据 Hilder 不 等 式 , 我 们 只 需要 证 明 在 a = n + 2 时 定理 成 立 , 

由 于 t = 0 时 H? > nK 并 且 M 为 紧 致 流 形 , 因此 存在 正常 数 e, 使 得 H? > 
пак, + e. 由 有 到 的 发 展 方程 可 知 该 条 件 沿 平均 曲率 流 是 保持 的 , ВО < 上 < THY 
BEH > n2Ki +e. 由 于 t = ОН? > n2 Ki, MAP < CioH?, 其 中 Co 为 正常 
ж. Ф} = ME, RATA pil RAAB 


д 2 1 
ah = Afo+ Я, Vifo) – ga Vha — V ha HË 
j l s, к saat a rae 
-Fh hj " — hŠ BY Rijm) +h” (O Ron + Вы) 中 
所 以 有 
8 
a” < Afo + Cu fo + Cra, 


其 中 Cu 和 Cn 是 与 :无 关 的 正常 数 . 根据 极 大 值 原理 以 及 7 的 有 限 性 ， BERK 
关 的 正常 数 Cis, 使 得 


ЈА < CisH?, te [0,T). (214) 
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我 们 仍然 采用 反 证 法 证 明 . 假设 平均 曲率 流 的 解 不 能 延 拓 到 时 间 T 之 后 , 则 
当 t ТЕ, |4| 一 +оо. 于 是 由 (2.14) 可 知 , 当 t — TH, |H| 一 +оо. (aG) 2), 
QO, Е®(ї), gO) AM, 5, 了 与 定理 1 的 证 明 中 表示 的 意义 相同 , A 四 和 HG 分 
别 表示 FO(t) 的 第 二 基本 形式 和 平均 曲率 向 量 . WAJAR < Сіно, (z,t) € 
M x [0,1], 这 表明 A 外 具 有 与 无 关 的 上 界 . 应 用 引 理 2.4 的 结论 可 知 


2 +2 市 
H(z, t) < С, Í / Halt ар at) i 
ЖУЛТ f(z, t) mt А Н А ЛУТ 


其 中 Cis 是 与 无 关 的 常数 . 类 似 于 定理 1 的 证 明 可 以 得 到 矛盾 , 从 而 完成 定理 2 的 
证 明 . 
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高 余 维 的 平均 曲率 流 是 平均 曲率 流 最 一 般 的 情形 , 关于 平均 曲率 流 的 研究 
主要 集中 于 超 曲面 的 情形 , 即 余 维 数 为 1 的 平均 曲率 流 . 对 一 般 余 维 数 的 平均 曲 
率 流 , 目前 的 研究 结果 较 少 . 现 有 的 结果 主要 基于 Guass 映 照 条 件 , 或 者 图 子 流 
形 、Lagrange 子 流 形 等 特殊 子 流 形 . 

假设 Mn" 和 Nn+z 分 别 为 np 维和 mn + p 维 的 紧 致 无 边 流 形 , Р: M" x [0,T) 一 
Nn+p 是 一 族 光滑 浸入 子 流 形 . 我 们 称 包 是 以 为 初始 流 形 的 高 余 维 平均 曲率 流 
的 解 , РЕ 

{ 2F(c,t)=H(z,t), z € M, t> 0, (82) 
F(z, 0) = F(z), 
REH ЖРМ, = F(M DEAN ЖЫШ, HAR ENG 
子 流 形 . 

本 章 将 曲率 积分 条 件 下 超 曲 面 平均 曲率 流 解 的 延 拓 性 定理 拓 广 为 一 般 余 维 

数 子 流 形 中 平均 曲率 流 解 的 延 拓 性 定理 . 


3.1 主要 结果 与 准备 工作 


我 们 证 明 如 果 第 二 基本 形式 模 长 的 平方 以 平均 曲率 平方 的 某 个 线性 函数 为 
LF, 且 平均 曲率 在 时 空中 的 积分 有 限 , 那么 一 般 黎 曼 流 形 中 高 余 维 平均 曲率 流 
的 解 关于 时 间 可 以 延 拓 . 


定理 3. 设 Nn+z 为 具有 有 界 几何 性 质 的 ma + pPHRLAV, Е: М" — NPA 
闭 于 流 形 MM 上 的 平均 曲率 流 在 时 间 区 间 [0,T) 上 的 解 , HPT < оо. 如 果 

(1) 丰 在 正常 数 a 和 b, 使 得 在 Mi,t € [0， 了 上 满足 |AP <a|HË +b, 
ilearen ( Fu ШО) * < oo, 其 中 a 为 满足 @ > n + ИЖА 
常数 ， 

那么 该 平均 曲率 流 的 解 可 以 延 拓 到 时 间 7 之 后 . 
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对 于 (5.1) 中 给 出 的 平均 曲率 流 方程 , 记 1 < i j,k,- <n, 1< A,B,C, < 
n+d,n+1<a,pB,y.… <п+р. 设 {Zz} 和 {y4} 分 别 为 M 和 N 上 的 局 部 标 架 . 
令 g = У уйт! @ dzi 表 示 通 过 从 N 上 的 度量 (,) 诱 导 的 M 上 的 度量 ， 

д 8 
Ba Ea 
记 M 上 的 体积 形式 为 du = Vdet(9ij)dz. 对 任意 的 re M, TM 在 F(Tp(z)N) 中 
的 正 交 补 部 分 称 为 在 点 z 处 M 在 N 中 的 法 空间 , 记 作 N.M， 记 VV 为 N 上 的 Levi- 
Civita 联 络 . 对 于 NN 的 切 向 量 场 U, VAW, NORS ЕКА 


95 = (F.( 


R(U,V)W = -9u VW + 9vSuW + Уруу. 
对 于 M 的 切 向 量 场 X 和 Y, M 上 的 诱导 联络 V 记 为 
VxY = (VxY)", 
其 中 ( )" 表 示 切 向 分 量 . M 上 的 黎 曼 曲率 张 量 记 为 及 . 
对 于 沿 M 的 法 向 量 场 &, 法 从 上 的 诱导 联络 V+ 记 为 
Vx = (Vxe)+, 
其 中 ( ea 


MM 的 第 二 基本 形式 定义 为 A(X,Y) = (VxY)+, 平均 曲率 向 量 万 为 第 二 基本 
形式 的 迹 . 4 的 一 阶 共 变 微分 记 为 


(TxA)(Y, Z) = VEALY, Z) ~ A(V xY, Z) — A(Y, V xZ), 


其 中 5 是 T*M @ T" M @ NM 上 的 联络 . 类 似 的 , 可 以 定义 4 的 二 阶 共 变 微分 
ЕТ, МЯЛ, М ВЛЕЗ е) е}, 第 二 基本 形式 及 其 
一 阶 和 二 阶 微分 的 分 量 表示 为 
hs =(A(e;,e;)ea), 
hgy =((To A) leis єў), €a), 
hga = (Ve, Ve, А)(е, еу), €a). 


A 的 Laplace 算 子 定义 为 Ahe = Yp һә. 
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定义 子 流 形 的 无 迹 第 二 基本 形式 为 4 = 4- lg@ H, 其 分 量 表达 式 
Ag = hg – 665. ШУ, Ag = 0. 
ë 
Riju = g(R(e;, e;)ep, ei), 
Rason = (R(ea,ep)ec, ep), 
Rog w (В! (ei, ej)ew єв). 
则 我 们 有 如 下 的 Gauss 公 式 , Codazzi 公 式 和 Ricci 公 式 . 


Ru = Rs + hhi, — ВВ, 
he — һу = — Raja 
Rijag = Rag + ДА = AS Hh. 
BP: M x (0,7) > NLA: М" 一 N"t? 为 初始 流 形 的 平均 曲率 流 . 我 
们 回顾 一 下 子 流 形 的 一 些 几何 量 的 发 展 方程 . 


引 理 3.1.[70] 设 M, 为 平均 曲率 流 的 解 ， 则 


8 

Zdu = —IHËa, 

ait |H аш, 

8 x J v = 

Bit ANG + Rosina + Ronis = Ruhiy + 2Raajehiy 
+285, — Вк — Ваа + ГАСА 
- he, (hg hf — Мыл) ~ К (А Ва, — Мы) 
— hE (RE RE, — Һана) — һу + h (ea, Ў нев), 


HP Ваворе ЁЮ ИУ. 


在 本 章 中 , 假设 外 围 流 形 N 具 有 有 界 几何 , 即 (i)NN 的 截面 曲率 有 界 ; Gi)N 的 
单 射 半径 具有 正 的 下 界 ， 设 N 的 截面 曲率 Kn 满足 -Ki < Ky < K, 其 
中 Ki 和 Ks 为 非 负 常数 ; 设 N 的 单 射 半径 具有 正 的 下 界 iw， 注 意 到 第 二 章 中 
引 理 2.2 和 2.3 中 的 Sobolev 不 等 式 对 高 余 维 的 情形 也 成 立 , 我 们 将 在 证 明 中 直接 
使 用 . 
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32 平均 曲率 及 其 Zn+2- 范 数 的 估计 
本 节 我 们 证 明 以 下 关于 平均 曲率 及 其 Zn"+2- 范 数 的 不 等 式 . 


引 理 3.2. ЖА: M" 一 N™?(n > 3) 为 平均 曲率 流 在 时 间 区 间 [0,To] 上 的 解 ， 
且 第 二 基本 形式 在 时 间 区 间 [0, To] 上 一 至 有 界 . MA 


To za 
2 т+2 
ИЕС ( [ /, m dmat) : 
其 中 CI 为 依赖 于 mn To, вир, уем» lAl, Ki, КЖ) tki. 
证 明 . SAT И Е Мозегі КАЧ AMET EDR. 由 引 理 3.1, 我 们 有 | 五 | 的 
发 展 方程 
a Š Е 
aZ” = AHP -2|VHP + 2|AP|HË + 23h; Ав. 
由 于 |4? 一 致 有 界 , 因此 有 
ZHP < AHP + pnp, 


其 中 8 是 只 与 n, To, Sup(z,t)eM xlo,To] [А], Ki, Ks 和 iw 相 关 的 正常 数 . 
对 任意 0 < R < R < oo 和 z € M, > 


1 z € Bye) (x, R), 
n=) ne, B |У < ®Є Baole, R) \ Baole, R), 
0 z € M \ Byo)(2, Е). 


由 于 supp n C Byo)(z, А), 因此 对 于 充分 小 的 尽 , "关于 度量 9(0) 满 足 引 理 2.3 的 
条 件 (2.1) 和 (2.2). 因为 M 上 某 个 确定 区 域 的 面积 沿 平均 曲率 流 递减 , 故而 7 关于 
度量 g(t)(t є [0, 0]) 仍 然 满足 引 理 2.3 的 条 件 (2.1) 和 (2.2). SF = |Нр, В(Е) = 
By(o)(z, R'), WH) HPO RA EA IN, 对 于 任意 的 g > 2 和 充分 小 的 忆 ， 


с [бау + вуч) dnt | Tenan 
B(R’) R) 9 д 


B(. 


< | (PPAS + вуч?) da. 
B(R') 
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对 以 上 不 等 式 两 边 积 分 得 到 
f Pf Afim 
B(R') 


4 
[Vein а [ah rn 
BUR’) 9 J BIR’) 


5 (V(F4n), £2 Vn) due 
q B(R') 


š 2 
<-- Vsi) dm + = ул? fad. 
s-2 | Рана f p Nan 
由 以 上 两 个 不 等 式 可 知 


18 2 n 
== атра <-2 | (тра 
РЕЛ т. mS- ый. (fn) аш 


+6 [ учн +? | InP du 
B(R’) B(R') 


q 


因此 有 
д an diu + V(fên) Pa 
Fle T Les! (у) дш 


<2f nan + Ba | „= 
B(R') BR’) 


对 任意 的 0 < + < 7 < To, 我 们 定义 [0, To] ELMAR: 


0 0<+<7, 
20) = + #= r <t <r, 
1 r <t<D. 


则 由 (3.2) 我 们 有 
gp? ) оү? 
£ (v Í ы) +9 Í "ШТ 
< [| Vn sd + (+) | „т 
B(R') B(R') 
对 任意 的 t є (7, Tol, 将 上 式 两 边 在 时 间 区 间 [7, 相 上 积分 可 得 


2 y tnl? 
ЖШ LI, p dt 


To 1 To 
e f? f naat (ве 5 танае 
т JBR’) T =T] Jr JB(R) 


(8.2) 


(8.3) 
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注意 到 第 二 章 引 理 2.3 中 的 Sobolev 不 等 式 (2.3) 对 于 高 余 维 的 情形 同样 成 立 , 故 


( гаи) лїї, 
B(R') бы 


<4 —1}(1 + 8)C?(n) 
< 


1 
+0020) (1+ =), 


РО КИ Р пйзирү„ ему рды 14| 的 正常 数 . 由 (3.3) 和 (3.4) 我 们 得 到 


To 
EI fni da dt 
it JBR) 
s=2 


To g РА a 
< ү ( fa) ( гл) dt 
T B(R') B(R') 


aay М Гра 12( + NON Sa ү, 
< m ( Г) Я! [E 


veing 69 


(1—2) 
+00%"(1+ 5) 


2 Tb 
<б ma (/ nas) x f ев + stn 
telr’,To) \/в(т') т 


To 1 To 142 
<Cs Ë S [p Ermit (B =") S fine] | 
т JB(R') T—T/J- SBR) 


这 里 我 们 取 自 由 参数 s = 1, СУЛ ОЙ Еп вир емур АШ ЖЖ. ш 
Удо < 17010“, 其 中 1 = maxoctm || Flos 因此 


To То 
Lf „тана < [| bot awa 
т УЕ) т JB(R') 


em гъ ке 
< — 7 
7 (А – В) J B(R) д 


其 中 C4 为 依赖 于 和 suplzpexxlom |4| 的 常数 . 所 以 我 们 有 


IA 


десь 


т РУ" 1 1+2 
«1+2 < =, лае 
/ Ж f SUES (ж 十 77 (m= ЕР) 


To 1+4 
x ( f гай) 
т J BCR) 
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2а R) = J? f, a Pindi, 则 上 面 的 不 等 式 可 改写 为 


+ 2eC 人 
D+2) в) о (60+ + am) отв) Gs) 


取 
2 n+2 1 R 1 
HA=1+3 = T= (1-я) R= (+). 
由 (3.5) 式 我 们 有 


Цфат, В) ti 
<с®" pa [2220 DIAN р? d дыы E Ы 


и-1% К? (1) 
х иат, Ra). 


因此 
1(фт+1› тта, Raps) mr 
Tom (n+2)8 | _ 1 8ecem Т Erot 
so, т 7 рі R “а= 
x 9% Иде, ть, Ro). 
Фт 一 +оо, 我 们 得 到 
сї С 
fa) s OF (0,+1 +) D(f Ia i “о (36) 


其 中 Cs 为 依赖 于 n, supwxlom A, 天 和 天 2 的 正常 数 . 
RADAR’, 使 得 


Кп + 1)* (wz Vol)(B(R’)* < 1, (3.7) 
2K73? sin KË (n + 1)? (w; Volgo (B(R'))? < in. (3.8) 


对 于 度量 9(0), 存在 依赖 于 n, max, u, |А|, KAKA ERK, 使 得 Mo 的 截 
面 曲率 以 天 为 下 界 . 由 Bishop-Gromov 体 积 比较 定理 , 我 们 有 


Volgo (B(R')) < Volx(B(R)), 
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其 中 Volx(B(R)) 是 具有 常 曲率 K 的 n 维 完备 单 连通 空间 形式 中 半径 为 忆 的 球 的 
体积 . 令 忌 为 满足 以 下 两 个 不 等 式 的 最 大 值 : 


Koln +1)* (w; Volk(B(R): < 1, 
2K7 sin”? K¥(n+ 1)%(ш*Уо1к(В(Е/))& < iy. 


则 R 仅 依赖 于 n, Ki, Ko, iv 和 supwxloml14|2 ВУоі,о(В(Е)) ERER.) 
和 (3.8). 于 是 由 (3.6) 式 我 们 得 到 


To oh 
шах |Н, < ( f / 7) ， 
0° M 


()eMx [Za TJ 


ДНС Тл, To, вир уем рты А], Ki, Kz 和 i 的 正常 数 . 引 理 证 毕 . 


3.3 ”全 平均 曲率 有 限 的 平均 曲率 流 的 可 延 拓 性 
本 节 我们 完成 定理 3 的 证 明 . 


定理 3 的 证 阴 . 根据 Hilder 不 等 式 , Ha > n + 2, ДИНА ||.мхют) < co 可 以 
推出 | 五 ||n+2,xxlo.T) < оо, 因此 我 们 只 需要 证 明 当 a = n + 2 时 定 瑾 成 立 . 
我 们 采用 反 证 法 证 明 . 假设 平均 曲率 流 的 解 不 能 延 拓 到 时 间 T 之 后 , 则 
当 t 一 了 时 , |4| +0. 由 定理 3 中 的 条 件 (1) 可 知 , 此 时 也 有 |Hl? 一 +оо. 
首先 选取 时 间 点 列 19, i = 1,2,..., 使 得 当 i 一 o0 时 , #9 — Т. ЖЕМ 
AJO, HE 


2¢q 4) = 2( 4), 
Ша, 9) = ma O MPD 


令 
Q® = |HP(a@) 19), 
WO, í = 1,2,… 是 非 减 的 序列 , 并 且 limi oo Q® = оо. ішу, = T > 
0 可 知 , 存在 正 整数 io, 使 得 对 i > io HQ > 1, HOY > 1. 对 于 i iMt є 
[0,1], 我 们 定义 
t—1 


FO) =F (Ge +19) : (M, g(t) — (N, Qh), 
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HgO) = POW) (QA). WH MA = AMARO 人) 的 平均 曲率 向 量 和 
第 二 基本 形式 , WEM x fo,] 上 我 们 有 


Нор (zt) < 1. 


由 上 式 以 及 定理 3 中 的 条 件 (1) 可 知 , |А®| < С, 其 中 C6 是 与 无 关 的 常数 .由 
于 (和 N,h) 具 有 有 界 几 何 , 并 且 当 i > 81009 > 1, 故而 当 i > io 时 , (N, QOR) BA 
有 有 界 几何 , 并 且 具 有 和 (NN, hh) 相同 的 上 界 和 下 界 常数 . 则 由 引 理 3.2 可 以 推出 ， 
ži > io 时 , 有 


Hol G 5 +2 | 
iy ol (st) < Ну" “ашу $ 
еа! et) 10 fa ol dugog ) 


其 中 ;为 与 无 关 的 常数 . 
由 [5] 中 的 收敛 性 结果 可 知 , 存在 序列 F(t) : (М, g(t) 一 (N, Qh), te 
[o,1] 的 子 序列 , 它 收 和 敛 到 


F(t): (M, Gt), E) > R, t € [0,1]. 


记 应 为 包 的 平均 曲率 向 量 . HFS fy, 11" dudt < +оо, # Blim. (Qt)-1 = 
0, 因此 我 们 有 


E. 4 1 Я = 
IHP(z,t) < lim G; (/ || Hol ай) 


ах 
(z)e Mx|1.1] í 
tQ- za 
< lim Cr [ Н [Hel dudt 
© еу м, 
=0. 


另 一 方面 , 根据 点 列 的 选取 方法 可 知 
IBPGz,1) = Jim [He P@®,1) = 1, 


以 上 两 式 矛 盾 . 这 就 证 明了 定理 3. 
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收敛 性 是 几何 流 研究 的 重要 问题 之 一 . 二 十 世纪 八 十 年 代 , G, Huiken 对 超 
曲面 的 平均 曲率 流 进行 了 系统 的 研究 , 深入 刻画 了 平均 曲率 流 的 性 质 . 他 证 明 : 
若 对 平均 曲率 流 的 初始 超 曲 面 附加 适当 的 几何 条 件 , 则 平均 曲率 流 在 有 限时 间 
内 收敛 到 一 个 圆 点 ， 由 于 平均 曲率 流 的 发 展 是 光滑 的 , 因此 这 一 结果 给 出 了 超 
曲面 的 微分 球面 定理 . 

本 章 研究 欧 氏 空 间 中 超 曲 面 平均 曲率 流 的 收敛 性 ， 设 (M, 9) 为 " 维 紧 致 无 
边 流 形 , F, : М" 一 Rn+1 是 一 族 光滑 漫 入 到 欧 氏 空间 了 "+ 中 的 超 曲 面 ， 我 们 
ЖМ, = 及 (M) 为 欧 氏 空间 中 超 曲 面 平均 曲率 流 的 解 , ЖШ ЖЕЙДЕ 


ÈF(z,t) = —H(z,t)v(z,t), 
F(z,0) = F(z), 


KPP(e,t) = A(z), H(z, t) ARAM: = 及 (M) 在 点 z 处 的 平均 曲率 , v(t) A 
单位 外 法 向 量 , 瓦 为 给 定 的 初始 超 曲 面 ， 

本 章 应 用 第 二 章 中 平均 曲率 流 解 的 延 拓 性 定理 , 证 明 欧 氏 空间 中 超 曲面 平 
均 曲率 流 在 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 的 收敛 性 定理 . 


41 主要 结果 


上 世纪 八 十 年 代 , 在 Huisken[33] 获 得 了 关于 网 氏 空间 中 超 曲 面 平均 曲率 流 
收敛 性 的 著名 定理 ， 


定理 C.|33] RMA KA ZIRH —K GD tyn(> 2) 维 紧 致 超 曲面 即 Mo 的 
第 二 基本 形式 在 每 一 点 都 是 严格 正 的 . 则 以 Mo 为 初始 曲面 的 平均 曲率 流 在 有 限 
时 间 0 <t < T < oo 上 具有 光滑 解 ,并 且 当 t TH, М, = 及 (M) 收 化 到 一 个 图 
点 . 


我 们 将 以 上 的 逐 点 拼 挤 条 件 下 超 巾 面 平均 曲率 流 的 Huisken 收 敛 性 定理 拓 
广 为 曲 率 积分 拼 挤 条 件 下 超 曲 面 平均 曲率 流 的 收敛 性 定理 . 设 A 为 超 曲面 的 无 
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迹 第 二 基本 形式 , 我 们 得 到 了 如 下 的 结果 . 


定理 4. ЖР): Mn Вп > 3) 为 光滑 闭 超 曲 面 , BAM) = Fo(M) 上 处 处 满 
RH #0. 则 对 于 菜 一 固定 的 实数 p(> 1), HATA, p, minm HIFA 显 
式 表示 的 正常 数 C1, 使 得 如 果 
ПА < Cu 

那么 以 丽 为 初始 超 曲面 的 平均 曲率 流 在 有 限 的 最 大 时 间 区 间 {0,T) 上 存在 
唯一 的 光滑 解严 : M" x [0,T) 一 RY. # — TH, RoR AT E 
RH, 并 且 正 规 化 的 映射 所 = yr 义 下 收敛 到 极限 嵌入 也, 使 
得 世 (M) 为 R"+! 中 的 n 维 标准 球面. 


定理 5. RAR: М" R(n > 3) 为 光滑 闭 超 曲 面 , BAM = (M) Aat 
AH #0. 则 对 于 某 一 固定 的 实数 p(> п), 存在 可 用 n, p, minm |H|#e||E||,, $ 
式 表示 的 正常 数 C2， 使 得 如 果 
ПА, < С, 

那么 以 到 为 初始 超 曲 面 的 平均 曲率 流 在 有 限 的 最 大 时 间 区 间 [0,T) 上 存在 
唯一 的 光滑 解严 : Mn x [0,T) 一 RH., St ТН, Б-КА] Ат € 
Rtt. 并 且 正 规 化 的 映射 届 = ies lad ТАС k AP, 4 
AF p(M) AR} пй. 


根据 以 上 定理 , 以 及 平均 曲率 流 的 光滑 性 质 , 我 们 得 到 了 下 述 的 微分 球面 定 
理 . 


推论 4.1. ЖЕ: М" SR (n> 3) 为 光滑 闭 超 曲面 ， 且 在 Mo = Fo(M) 上 处 处 
满足 万 AO. 则 对 于 某 一 国定 的 实数 p(> 1), 存在 可 用 n, p, minx, |Н |А 
显 式 表示 的 正常 数 Ci, 使 得 如 果 


ПА, < Gi, 
那么 M 微 分 同 胚 于 n 维 标准 球面 . 
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推论 4.2. A : М" > Rn+l(n > 3) 为 光滑 闭 超 曲面 , BEM = Fo(M) 上 处 处 
ЖАН #0. 则 对 于 某 一 国定 的 实数 p(> п), 存在 可 用 n, p, minm HIPH |l 
显 式 表示 的 正常 数 Co, 使 得 如 果 


Il < С 
那么 MM 微分 同 胚 于 n 维 标准 球面 . 


42 ”准备 工作 
首先 我 们 给 出 欧 氏 空间 中 超 曲 面 平均 曲率 流 的 一 些 发 展 方程 


引 理 4.3.[20, 97] 对 于 欧 氏 空间 中 超 曲面 的 平均 曲率 流 , 有 以 下 的 发 展 方程 


д 

9199 = Phas, 

д 

а = —R°due 
Kpa 2 
ŠH = AH + APR, 


Žiar = ДА —3|VAP + А4. 
在 定理 的 证 明 过 程 中 , 我 们 需要 以 下 的 关于 欧 氏 空间 中 超 曲 面 的 Sobolev 不 
ад 


引 理 4.4.|40] AMAR H Ф Edn 3) 维 超 曲面 , Mat M LMA th Lipschitz 
sho, 有 


(/, an)” sc,( f Notus f petan f vay), 


KP HREMBEIOMH, Cy = 2001) OF, it жол) = MAME „ж 
示 R"+1 中 单位 球 的 体积 . 
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我 们 利用 第 二 章 中 给 出 的 平均 曲率 流 解 的 延 拓 性 定理 来 证 明 本 章 的 收敛 性 
定理 . 
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定理 4 的 证 明 . 记 A = |All. 假设 以 Fo 为 初始 超 曲面 的 平均 曲率 流 解 的 最 


大 存在 时 间 为 Tasx. 由 [74] 可 知 Tuax < +оо. 
对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 我 们 首先 证 明 , 如 果 对 某 个 p > 1 


1 
( i ираи)" <s, 
M 


(41) 


则 平均 曲率 流 解 的 最 大 存在 时 间 Tusx > То, 其 中 是 某 个 依 束 于 n,p 和 A 的 正常 


数 , 并 且 在 te (0, TEE IAO 2 < 2A, NÅH lhare < 2 
记 


T = sup {t € (0, Tu) : /, Гарар, < (2A)"*?, 站 Мр < (22 }. 
А А 


考虑 时 间 区 间 j0,T) 上 的 平均 曲率 流 . APH RRA N 
д д2 2 
SAP < МАР + 24}. 

Аи = |AP, WA 

š < Au + 242. 

由 (4.2) 和 体积 元 的 发 展 方程 可 知 , 对 任意 的 po > 3, 有 


д д д 
mi Po =, Pom =, Po 
ôt f” ва [К ada + К aie 


=» Í PAu du) = | Hu du, 
M. м. 


< 和 / iva Pau on Í idm 
Po м, M 


<-5 f [Wu Pam + 2p f UPH dje. 
3 JM, Me 


令 po = 2, 则 (4.3) 化 简 为 


a/ “ва < - f [vu Pay + (n +2) Í uË яд. 
Ot Ju, 3 Ju м, 


(42) 


(43) 


(44) 
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对 于 (4.4) 中 右边 的 第 二 项 , 根据 Hilder 不 等 式 有 
знаш < аиа ый u”) Y а, кн 
реву тты" 
Гу (ota) (ota) 
(f. uid н)". (Í. u a)” 
xc J. [vu Pau + 人 |на J: du) 


y(t) = fv, uË du. 由 于 |4P > 22, 4.5) RA Young T ERT 
[Pan sero Í apas ne ear) 
Mi 

= 
хоў ( Is =) +оо) 
м. 


=Cr?n? (2 луч + ops S паа) 


“ә (46) 


(4.5) 


<CFP nE (2A) p? + OF oid Pes 
oe 242i 
aye [ive А 
=07 n? (2А) ppro 2 ер 


n ni вы 
+ Ст" є И! Vu + du. 
" n+2 | Гав 


+ 


将 (4.6) 代 入 (4.4), 得 到 
ps- sj. [Vu P Pdu + (n + HAC nip 


+207 Pg noi css 人 [уи Раш. 


д 
т" (4.7) 


Re = (в) oP, Шал) ) 中 几 VU ал 80290, 由 此 得 到 


д 
я? 5 Ose, 
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其 中 常数 Cs = (e+e + og), 由 极 大 值 原理 , 存在 只 


与 和 A 相 关 的 正常 数 = Чу, Нн e D, mn[T, AH, 有 


3 n+2 
g(t) = /, А 1А" 2а < Ga) А (4.8) 
Дре 
8 \ap = ДАР — 21V AP + ДАЙАР. (49) 
examdnde = As + ontgy, XEN = 1. ФҺ„ = |А = (АР + ndo2)1. W 


由 (4.9) 可 知 


one < Ah, +2|APh. (4.10) 


对 任意 的 r > p, 我 们 有 


аг, _[ 8 If of 
АЫК һан | аб Ре 
s= EFP | mripat | даркам, 
f. м м. 
由 了 的 定义 可 知 , 在 [0,T) 上 有 
Í |A +d < (2A)" 
Me 


利用 引 理 4.4, 对 于 Lipschitz 函 数 v 有 


( sma) sc чогар сута)" f ea). (4.12) 
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于 是 对 (4.11) 右 边 第 二 项 , 有 如 下 估计 


Awan (|. игы)” (f Fay)" 
(f кам)” ( Í. is тен 
(oe) 
wf КС» | 人 ШОН 

+ @улл)"сў ( J, каз)” x 


<o, | as Cal | кам) ( Í ifam) 
M. M Me 


<0, f Һи + Све / Re dj, + Са f [Vh Pay, 
M Me M 


(4.13) 


这 里 > 0, G; = ОЎ”. шах((2Ау +2, 名;(2A)?} 是 只 与 n 和 A 相关 的 常数 . 


由 (4.11) 和 (4.13) 得 到 
ТА [И <(2. eae 2) 1 [уһ |а 


+20:(1+е T Ваш. 
M. 
在 (4.14) 中 取 e = (Ce . уз. 由 于 r > p, 故 有 
д r 2 2 1+ т 
£ Í wawa (2-2 / (Vri Pdp < Ситэ" | маш, 
M P) Im Me 


这 里 Cy = 2Ce(1+ (-0)?). 令 r = p, WA 


> 
8 
= | da < Св | Маш, 
Ot Ju Me 


(4.14) 


(4.15) 


(4.16) 
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其 中 Cs = Сүр". Фо 一 0, 由 极 大 值 原理 , 存在 依赖 于 nx，p 和 A 的 常数 = 
ей, 使 得 当 t € [0, min{T, nH, 有 


РА Ара, < DE (4.17) 


ФТ = min{T,,T2}. 以 下 我 们 证 明 T > To. 我 们 采用 反 证 法 , 假设 T < To. 
(i) ÆT < Tmax, 则 (4.8) 和 (4.17) 在 [0,T) 上 成 立 ， 由 平均 曲率 流 的 光滑 性 可 
知 , ТЕТЕ ЖӨ, 使 得 在 [0, 了 十 9) 上 有 


п+2 А p 
/ Meadm < (5^) / [Араш < 的 
м. M. 


这 与 的 定义 相 矛 盾 . 

(ii) ЖТ = Tmax: 我 们 来 证 明 平均 曲率 流 可 以 延 拓 到 时 间 Thsx 之 后 , 从 而 得 
到 矛盾 . 对 任意 满足 0 < r < r < Та, — От", 以 及 任意 的 t є [r', Tmax 一 9], 
这 里 9 为 正常 数 , 对 (4.15) 积 分 可 得 


f каш + (2-2) [ / ИУ" 
м Dp Jr IM 
1+" 1 жаы r 
< (Син"+-—) / /, „Каша (4.18) 
对 (4.18) 右 边 第 二 项 应 用 Sobolev 不 等 式 (4.12), 得 到 
"Tmax -0 
/ J pare) dudt 
” M 
Tanit £ ж = 
<f (f кан) (f кз) dt 
т! M. Me 
Ë mase МЗ га 
< Ë pa 4.19 
sa m (к) | (ama а ae 
z 
a2 a 
0 „зш J wa) 


Wi “ 
х f ( f [ул 4ш + (2 /nA)"t2 / ка) dt. 
т M. M 
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由 (4.18) 和 (4.19) 我 们 得 到 


Таах—@ @+) 1 1+2 
[7 Ја хо (отн + ) 
т, м, Ff 


Tmax 142 
x ( J кан) $ 
т M. 


ЖО; = OFF" max 2, (2у/пЛ)"*?Т}. ИТА 20) 7 Мозг, + 


pl? 


Tax 9 
vca=/ ү. аш. 
Л 


(4.20) 


则 由 (4.20) 可 得 


0012), т) о (ст он (421) 


T-T 
令 
p=1+2, т = puk, т = (1-а) 
由 (4.21) 得 到 
= “sma we od % +n) 2 

(тиктин) < Су! (с р" + = 1) pre J(ro Tk). 

因此 
Уот 5 жаш 


iE 
тъъ тта)" Сә (с "+ =i T 


ы Ер Жр, 0). 
令 m 一 +оо, 我 们 得 到 
state 


z 2 
с (с spiny (n +2" 


s 
2nt ) 


һа) < (+2) 


Tmax—0 š 
Р 

x (Í 上 мама) я 
So — 0, 0 0, 则 对 te [a Tmax), 有 


|AP(2,t) < С(п, р, A, €, Tmax) < +00. 
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这 表明 在 时 间 区 间 [0, Т.) Е, 存在 与 时 间 t 无 关 的 正常 数 a 和 b, 使 得 
JAP < a|HË +b. 
另 一 方面 , НЕТ < +оо, RIE 


Таах 
J f |H| + djudt < +оо. 
0 м 


应 用 第 二 章 的 延 拓 性 定理 可 知 , 平均 曲率 流 可 以 延 拓 到 时 间 Tuax 之 后 ， 这 
与 Tmax 的 定义 矛盾 , 于 是 便 证 明了 T > To 的 论断 . 

HFT > To, RATERS, To 上 的 平均 曲率 流 . 注意 到 To 与 < 无关, 通过 与 以 
上 类 似 的 Moser 和 迭代, 我 们 得 到 


2 м fet nts m (n + 2)? s 
iren < (142) 7 6 (оре) 


Ту 
To Р $ 
x( J / Арала) 
0 Mi 


< Coe, (4.22) 
PENR „ AT а 
其 中 Co = 4(1+2 Cg | Cr pit + =) 3 是 依赖 于 n, p 和 A 的 
TERM. 根据 | 五 | 的 发 展 方程 , |H|(0) > шіпм, | 五 | 沿 平均 曲率 流 是 保持 的 ， 即 
在 t є [0, Tmax), ЯН) > minm |H]. 因此 在 (4.22) 中 取 e = (65). 得 
到 


2 
ает < ВЕЛ) 
这 表明 超 曲面 Mn 是 凸 的 . FÆ th 83] F ОСЕ ЗЕ EA P SB EH 
可 知 , 定理 4 中 所 述 的 平均 曲率 流 收敛 到 R"+ 中 的 一 个 圆 点 , 正规 化 的 平均 曲率 
流 收敛 到 及"+l 中 的 球面 . 定理 证 毕 . 


采用 类 似 的 想法 , 我 们 证 明定 理 5. 


定理 5 的 证 明 . 记 A = |Н |а. 假设 以 Fo 为 初始 超 曲 面 的 平均 曲率 流 解 的 最 
大 存在 时 间 为 Tusx. (ТАТАТ < +оо. 假设 对 某 个 p > n, 


/ |Арди < e, 
м 
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ik; є (0,100]. > 
Т = sup{t € [0, Tras) : J | 本 Pad < (2A)™*?, f Араш, < (sj 
м. м, 


考虑 [0, T") 上 的 平均 曲率 流 . 
REHM REDE, HH(0) > minm HT, Æt € [0,T') 上 有 H(t) > 
minm |H|. 对 于 HH? 的 发 展 方程 
Sup = A|HË —2|V HP + АВН, 
= |HP, WE š 
af <S Af+2JAPf+ =f. (4.23) 
由 (4.23) 可 知 , 对 任意 的 po > 1 有 


Se Po _ 400-1) 32 
x5 f Pins 0 | руа рар, 


Ot Ju, (4.24) 
2 А? +1 
+n A Panon f p” dy. 
令 po = 2, 则 (4.24) 化 简 为 
8п n+2 
„тш ae eer Тн 
sf шә е Д (4.25) 
А 
+ Í Айан + н уар 
(t) = fv, FF аш, 则 由 Hilder 不 等 式 得 到 
J рна <" аНЫ: 2 ер 
Me (4.26) 


+O ot [r 1% ра. 
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由 于 p > n, 因此 根据 引 理 4.4 和 Young 不 等 式 , 得 到 
ела (Í. : Wax) (人 а)? 
орек) е) 


<er, 人 иы) ы 
o,( | reta + олу 人 гы)! 


-2 


scored Pan) ү 


|( пту раша)" + (20) EZAN 
L Me M 


<( О} ga р 


2С} RES +a +24 ( / {vf “pam)| 
M. 


(ог? (any + (26)? = ж) р 


отот ( 人 о" Pax). 


22.5 


х 


х 


+ 


(4.27) 
由 于 我 们 假设 e < 100, заа . 27) 代 入 (4.25) 得 到 
2 8 
ом е Р) 
ян 
eet ji VP Pdu (4.28) 


ninta) 


+n? (op en + (200)207 2—™ с), 
зору зар ) 
+ (2008 9 ТКА Ваш |. 


ӨЗ Ç 
在 (4.28) 中 取 e = (ac) "y= — É ЛИШЫЛ 
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系数 为 0. 于 是 由 (4.28) 得 到 


gos Cup? + Сар, 
这 里 
Cu = поў? ku (2 ates gh)", 
me (aiat a a ile ay? = ( шнш al 


根据 极 大 值 原理 , 存在 依赖 于 n,p 和 和 A 的 正常 数 TY = 2-1 (Gees) 使 
area 
得 在 ie [0, min{7’, T/}) ЕШ 


n+2 
/ [на < (Z) . (4.29) 
M 2 
根据 |4j? 的 发 展 方程 (4.9), RIE 
Sh, < Ah, +2|ÀËh, + 2 Hh. (4.30) 


由 {4.30) 可 知 , 对 于 r > p, 有 


| mams = 520 ortam 
TO Ja 165 (4.31) 
ч 3 2 
2 Äh d, _ H| h? din. 
+2 | a+ Pd 
对 于 (4.31) 右 边 的 第 二 和 第 三 项 , 当 p > mn 时 分 别 有 
人 MPa (сероб алу + (oP prot) ШЕ 

p м. (4.32) 


+ оеро? ве $ :( i ШҮ 
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和 


[utan <( ита) 
sí f Каң 
м, 


ы 
БЫ 

CSN ase; 
E= 

я ё» 
ait 

Б 

Ф 

Wasa 

iF 


+ (2A)"? /, ка) ке (4.33) 


+ ‚уш 
<w( J кам) [с ( f ШУ 
Me M 
i ЕЯ 
+ (2A) of ( | кам) | 
м‹ 


<Qa(1 +Ë) Ji Маш + Су" /, уһ Раш, 


其 中 Cis = OF .max{(2A)"+2, „2. (242). 


эт+2 


由 于 我 们 假设 e < 100, 故 由 (4.31), (4.32) 和 (4.33) 我 们 得 到 


Ëf y 4(r - 1) : 
те | ees EP |, [Whe dp 


+2[(оюус} (ол)*®>® + (200)2с22 3 二) f кйш 
м‹ 


+ (200)°08 Fe *( /, ШО) 


Boater) [edt Corr | МОЛ! 
п м‹ M. 
(4.34) 


Me = (2 (200)°C, сї)? жу 和 y= (03), Жы, ТУВ Pati BAAD 


p(r-1) 
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T-A <- М 


e-d f 3р2, 
2 | wa Í| 2" | руһа 
а анъ = | Ман 


<r [zeoze ii 2 二 "(2 2m? (ооуу; 让 (4.35) 


р \p(r-1) 
2 3 £ 
“afi (aro) е 
由 于 r > p, 因此 
al ha BED. edf [уһ# дш, < Cyr SM /, kdys, (436) 


其 中 


(en чыз | pon (с i (ооо?с? m 


"Е 
shahar ak 
令 r = p, 我 们 得 到 
二 y. КОН /, ‚М (437) 


这 里 Cus = Cup Вп, ЛАРЕ. 根据 极 大 值 原理 ; {ЕЛЕН КОЙ 
Fn, ARPER ST] = 4, S є [0, min{T', TR, 有 


p 
f APdy, < (=) | 
M. 2 


STN = min(T(, T). 以 下 采用 与 证 明定 理 4 相 同 的 方法 , Я](4.36)Ж1ТМозегї® 
代 , TAT > Ту, 进而 证 明 Mz 是 凸 的 , 从 而 由 [33] 中 的 收敛 性 定理 得 到 定理 5 的 
结论 . 
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本 章 我 们 研究 网 氏 空间 中 高 余 维 平均 曲率 流 在 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 的 收敛 
性 问题 . 假设 M" 为 n 维 紧 致 无 边 流 形 , F : M x [0,T) 一 R"+? 是 一 族 光滑 浸入 到 
欧 氏 空间 Rn+z 中 的 子 流 形 . 我 们 称 思 是 以 Fo 为 初始 流 形 的 网 氏 空间 中 高 余 维 平 
均 曲 率 流 的 解 , WRAN E 


F(z,t) = H(z,t), z € M, t> 0, 
F(z,0) = Ет), 

ЖЕН (т,)Ж TUM, = FM 在 点 z 处 的 平均 曲率 向 量 , Fo 为 给 定 的 初始 

子 流 形 . 


61) 


51 主要 结果 


关于 欧 氏 空间 中 一 般 子 流 形 的 平均 曲率 流 的 研究 , 目前 已 知 的 结果 较 少 . 
最 近 , B. Andrews 和 C. Baker[ 中 证 明了 逐 点 拼 挤 条 件 下 欧 氏 空间 中 高 余 维 的 平 
均 曲 率 流 的 收敛 性 定理 , 这 一 结果 部 分 推广 了 Huisken[33] 关 于 超 曲 面 的 平均 曲 
率 流 的 研究 结果 . 


жр. ЖМ, = PMAR п> 2) 维 紧 致 光滑 子 流 形 . 车 在 Mo 上 
处 处 满足 百 头 0, 并 且 |A|? < c|HË, 这 里 常数 


ж 2<n<4, 
a n24 

则 以 Mo 为 初始 流 形 的 平均 曲率 流 在 有 限 的 最 大 时 间 区 间 [0,T) 上 存在 唯一 的 光 

滑 解 及 : М" RH, t 一 TH, Fy) Ваа] Re є RH, 并 且 正规 化 的 

平均 曲率 流 收 仇 到 有 "+d 中 的 1 维 标准 球面 . 


在 研究 整体 拼 挤 条 件 的 基础 上 , 我 们 将 以 上 的 逐 点 拼 挤 条 件 下 高 余 维 平均 
曲率 流 的 收 生性 定理 拓 广 为 曲率 积分 拼 挤 条 件 下 高 余 维 平 均 曲率 流 的 收敛 性 定 
理 . 我 们 证 明 : 若 初始 子 流 形 满足 适当 的 曲率 积分 拼 挤 条 件 , 则 欧 氏 空间 中 高 余 
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维 的 平均 曲率 流 在 有 限时 间 内 收敛 性 到 一 个 圆 点 . 设 A 为 子 流 形 的 无 迹 第 二 基 
本 形式 , MA = А-10®Н. 


O жив. GLA: М" R(n > JAR HP ARAMPAK. MATR- 
固定 的 实数 p(> 1), AARM Tn, р, омо) ПАПЕ, 使 得 如 果 
ПА, < с, 


Җ 2 уну MET AN HEH b Ж E RA £ K | E НТ) Е 
唯一 的 光滑 解严 : M" x [0,T) 一 RH. 4t 一 TH, Б-и] AS € 
К, 3 B E 4665 m = tort 义 下 收敛 到 极限 嵌入 所 ,使 
得 万 (M) 为 及 "+ 中 的 mn 维 标准 球面 ， 


жт. RR: М" Вп > 3) 为 了 n+e 中 的 光滑 闭 子 流 形 ， 则 对 于 某 一 
固定 的 实数 p(> п), AERA Tn, p, VoM) |Ha ERC, 使 得 如 果 
ПА» < Ca, 


PË Z AFA 3л % FR th š 8) db ЖЖ. AAR Ж. X RO T) L # £ 
*— W fP : M" x [0,T) 一 R+, ж TH, В-КА) Ar € 
К+, 并 且 正 规 化 的 映射 已 = E C$ XT KAS Rk A Py, 使 
得 也 (M) 为 Rmta 中 的 n 维 标准 球面 ` 


特别 地 , 我 们 得 到 如 下 的 微分 球面 定理 . 


定理 8. Fy: М" 一 Rntd(n > 3) 为 民 "+4 中 的 光滑 闭 子 流 形 . 则 对 于 某 一 
固定 的 实数 p(> п), 存在 依赖 于 mp Уо1(Мь)Ж||Н||һ+ә% ЖЖ ЖС, 使 得 如 果 


ПА < б, 


那么 MM 微分 同 胚 于 n 维 标准 球面 . 


EHO. ЖР: M" 一 R(n > 3) 为 有 "+d 中 的 光滑 闭 子 流 形 , 并 且 在 Mo = 
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R(M)E3 tš AH 头 0， 则 对 于 某 一 国定 的 实数 p(> п), KAMP Fn, р, 
JIH||, 2 #8eminu, | 于 的 正常 数 C6, 使 得 如 果 


ПА < б, 


那么 M 微 分 同 胚 于 m 维 标准 球面 . 
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本 节 我 们 证 明定 理 6. 我 们 需要 用 到 以 下 的 Sobolev 不 等 式 . 


引 理 5.1. 设 M 为 R"+e 中 的 紧 臻 无边 n(> 3) 维 子 流 形 . NIMLA 65 Lipschitz 
to, 有 


n=2 
(f эа) <c(/ vsa + | нра f van), 
M M M M 


ХНА МИА Ф, О, = 200) 8 这 里 cn) = MOA yg 
示 了 n+ 中 的 mn 维 单位 球 的 体积 ， 


对 于 d = 1 的 情形 , [40| 已 经 给 出 了 证 明 . 应 用 相同 的 方法 便 可 证 明 d > 1 时 
该 结论 同样 成 立 . 
我 们 将 定理 6 的 证 明 分 为 三 个 部 分 , 


定理 6 的 证 明 , ЗОЛ = |All 假设 以 邱 为 初始 子 流 形 的 平均 曲率 流 解 的 最 
大 存在 时 间 为 Tuax. 由 [7 外 可 知 Twwox < +оо. 
第 一 步 . 我 们 首先 证 明 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 若 对 于 某 个 p > 1, 有 


ПА <, (5.2) 


SRY DA Fry a Ла FE P Sa AB S K ZEB АТ W ЁТ > То, 这 
里 To 是 依赖 于 n,p 和 A 的 正常 数 , 它 与 e 无 关 . HAE e [0, Т) ЕЖП]|А( |+ < 
2А, ||À(8)l|, < 2- 
令 
T = sup{t € [0, Tmax) : По < 2A, ||A(0)I|, < 2e}. 
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我 们 考虑 时 间 区 间 [0,7) 上 的 平均 曲率 流 . 由 第 二 基本 形式 的 发 展 方程 可 知 
Ар < AAP + с|А|*, 
其 中 是 仅 依赖 于 n 的 正常 数 . Фи = JAP, 我 们 得 到 
š" < Au+ сүй. (5.3) 
由 (5.3) 和 du 的 发 展 方程 我 们 有 
ó п+2 һыу д зы д 
АКЫ м2 u? ua + f uF am 
=H и-ди + сы?йш) — / Hu" аш — (54) 
M: 
ån n42 n+2 n42 
<- 1 |Vu Pdu + 5 af чаан, 
对 于 (5.4) 右 边 第 二 项 , 由 Hilder 不 等 式 可 知 , 对 于 e > 0, 有 


[| Lora) (еы 
foro)” чу ием)" 
MENSEN 
д“ [e.( f [Vu Ë qa i ү \н| dyu р ха)? 
cL) (ror) 

+n (noh ( /, ы) 
холо ( f Pau) 
ъс" (и) 


“ч n nt n+2 
+С. — " / Vu + Pdu. 
” n+2 ж | du 


(5.5) 
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根据 (5.4) 和 (5.5) 我 们 得 到 
ah Py a р = IL. ш? ay) 
+ чке [Vu t Pdu. 


(5.6) 


e= (ea) "° 则 (5.6) 式 化 简 为 


2 
an [at ape < о( Í Aa) ; 57) 


n я z 
Eto = e (menor +o”. 2, (eg 


1 (2)e42 


由 (5.7) 式 , 根据 极 大 值 原理 可 知 , MFT = Shar, 在 t € [0, min{T,T})L, 
有 


Пача < 2А. (58) 
WF|APMREWE, Ж 
АР АЈА? = ЎАР + МАРИ, (83) 
这 里 cs > 上 是 只 依赖 于 "的 正常 数 : 


IRMA Ag = Ду + оту, Hein? = 1. Shy = Al = (А + nao2)1. 
则 由 (5.9) 得 到 
She < Ahe + eA. (6.10) 
对 于 任意 的 r > p > 1, 我 们 有 


ó 
r 7-1 р 
ig | eae his hoedje + = eg ајр 
= 1 
of aipame f |A} hz ащ. 


根据 的 定义 , 在 t € [0, T) ти ЈА" < (2A)"+2 由 引 理 5.1 中 的 Sobolev 不 
等 式 , 对 于 Lipschitz 函 数 v 有 


( [, a) “ей, (тоаг [ әш). бл) 


(5.11) 
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因此 对 于 (5.11) 中 右边 第 二 项 , 我 们 有 以 下 的 估计 . 


® = 
иеа (| иг) (в) 
M м. M. 
soy( Í waw) (/ бзш) 
M M 
za М 
хем( Í was) |e( f tan 
M Me 
a 
+n (одун f кам) 
M. 
г а š = 
say( ү! кн) [с ( / МОЛ, 
M. M. 
з ЕЗ РЭ (5.13) 
+ңлу'оЁ( / кан) | 
M: 
=n? (2л) J Маһ 
M: 
+ (yo ( f кан) ( f ШО 
M: M. 
полун? f каш 
M 
зоя 2 m f r 
+ (anor a Í wan 


n 
n+2 


eae a Í умра, 
M. 


其 中 /是 某 个 正 数 . 综合 (5.11) 与 (5.13) 我 们 得 到 


18 з n m 4(r-1) f А 
ът ГА < RATI S aa 一/ 2 2 
sdn < (GloA ON "н =) [лева 


т Ot Ju, 
Ja (кї одус + (24°07 « a) / а. 
n+2 м. 
(5.14) 


第 五 章 ” 欧 氏 空间 中 高 余 维 平均 曲率 流 的 收敛 性 定理 53 


Жи = (кеш), usha, = АС". ау. WAGT 


Этр-4р+т 
д r 1 32 
як tt л ар, | 
yi 
< (stelis T J)e -f кй, (5.15) 


其 中 cs = сап? (олус, %= «(2с ы . à. 
令 r = p. 则 (5.15) 化 简 为 


š Í. Мико КТ (5.16) 
其 中 cr =p- (a+a(s8s)’). 
Ao — 0, 则 由 (5.16) 得 到 
z Í. ЕЕ af lÀPdm. 
根据 极 大 值 原理 , 存在 正常 数 T = 24, ВНЕ e [0,min{T, Тр). ЕЕ 
ПАО < Že. (817) 


令 = ш{1,1›}. ®ПЖЧЕЙТ > Ty, ЗИПЖ БЫН, BAT < T, А 
在 [0,T) 上 有 (5.8) 和 (5.17) 成 立 . 
ЖТ < Та», 根据 平均 曲率 流 的 光滑 性 , 存在 正常 数 , 使 得 在 [0,T 十 3) 上 有 
UAC lla < $A, AGO < е. 


这 与 7 的 定义 相 矛 盾 . 
ЖТ = Тш, 我 们 证 明 平均 曲率 流 可 以 延 拓 到 时 间 Tnsx 之 后 . 对 于 (5.15), Ж 
虑 到 r > p, 我 们 有 


F 1 Í š 
=| Маш+(1—- УМ [4ш < crtl. | body, 5.18 
a J, sdi ( = а" Раш, < св „е^ (5.18) 
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其 中 cs = max а). 对 于 任意 的 满足 0 < 7 < T < Tn — ORAT, 以 及 
任意 的 t € [r Tma — 6), 其 中 9 是 某 个 充分 小 的 正常 数 , 由 (5.18) 我 们 有 


ly f 32 
Was + (1-2) f f уһ аша 
wa (0-5) ff ы. 


1 Тазх—@ 
n+l r 
< (er + =) Í 人 һйшщ@. (5.19) 


由 Sobolev 不 等 式 (5.12), 我 们 得 到 


Tmax- 

f / М9 

p Mi 

И] 2 "= s= 
<f ( f кан) ( J к) 4 

т! M: Me 

Ë pro a2 = 

< hrd, 2 sd, dt 5.20 
sa m (za) 人” (ua) hal 


Ë 
<с„ Ж а ( 人 кам) 
Тааа-@ m 
V hš 2 dai +n” (2A)"*? | һа ) dt. 
“(өзу | кө 
根据 (5.19) 和 (5.20), 我 们 有 


ын sd ¿ ү" 
[ Í hg" di dt Zeg (arn + ) 
т м, dh ig 


‘Twax—0 1+2 
х ( / J кама) š 
+ м, 


Ж = Cp- max{-2,,n"# (2AT )}- 


p-l? 


Tax 一 和 
vc9= f anat. 
7 


2 
J(r(1+ 2) r) < cof c rtl + 1 ш yk, (5.22) 
82 oa s aT ' a 


(5.21) 


则 (5.21) 化 简 为 


2 1 
вее, r= pe, уш (:- ==) 
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注意 到 J > 1, 由 (5.22) 我 们 得 到 
Е: = ГА = Р 
тъз, тт) < су! (а + 1) ш 
于 是 有 


1. Хәтт 
Жеты) А (атн + ЁТ) 


к ре ERO J(p, t)>. 
&m 一 +00, 我 们 得 到 
natina) 


2 ар Е (п +2)? кл 
< = P f capnt! 
Ыш) < (+2) сə ( р"! + oo 
1 


x( [ ыш /, ‚ њама). (6.23) 


Фо — 0, 0 — 0. ШЕ! e (Be, Tae) LA 


|Al?(a,t) < O(n, p, A, €, Tmax) < +оо. 
这 表明 存在 不 依赖 于 t 的 正常 数 a 和 5, 使 得 在 0, Tmax) 上 有 
142 <a|HË +b. 


另 一 方面 , Ш Тш» < +оо, RIA 


Таш 
f f |H|"+? dudt < +оо, 
0 Mi 


于 是 由 第 三 章 中 的 定理 3 可 知 , P B 3 ЯР ЖЕЕ ЗН Taa 8. 这 
与 Tsx 的 定义 相 矛 盾 . 这 就 证 明了 7 > Ту. 
根据 7 的 定义 , Et є [0, TERNE 


IAO < 2A， HÅŒ)Ilp < 2- (5.24) 


这 就 完成 了 第 一 步 的 证 明 . 
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第 二 步 . 我 们 用 Vol(2) 表 示 黎 显 流 形 2 的 体积 , iV = Vol(Mo). 我 们 证 
AA, 如 果 选取 充分 小 的 e, 则 在 某 个 时 刻 T3 є [B, To], 平均 曲率 具有 依赖 于 n, p, 
V 和 A 的 正 的 常数 下 界 . 

由 于 子 流 形 的 体积 党 平均 曲率 流 是 单调 不 增 的 , 因此 在 + e [0, Tmax) EA 


Vol(M,) < V. (5.25) 
由 于 MM 是 欧 氏 空间 中 的 闭 子 流 形 , 由 全 平均 曲率 不 等 式 ( 见 [13]) 可 知 
nn < | Iran < VENCOV ONM) < Loa OV, 
Mi 
|А |max(t) = шахм, |H|(-,t). 这 表明 在 t є [0, Tm) EA 
|H, (t) > п", := сш. (5.26) 
另 一 方面 , 由 |67], 存在 仅 依赖 于 "的 正常 数 cu, 使 得 在 te [0,Tmax) 上 有 
diam(M,) < on | |HP idp 
Mt 


其 中 diam(Mi) 表 示 M4 的 直径 .综合 H6lder 不 等 式 , (5.24) 和 (5.25) 可 知 , 在 t € 
[0, Twax) 上 有 
diam(Mi) < enn”? (2A) V =R := су. (5.27) 


HET > Ty, RATA HED, Ty] LAE Mh EM. 采用 与 (5.23) 相 似 的 Moser 适 
代 可 知 , 在 t € [B, TJ 上 有 


n(n+1)(n+2) 
4 2 4р А 2)2 eo 
141< 人 十 引 сў (ае + ez) -Tg -2e := сє. (5.28) 
0 


这 里 cla 是 依赖 于 np, УЯА, 并 且 不 依赖 于 e 的 常数 . 
对 于 w = |AË, 由 于 ci < cs, 我 们 由 (5.3) 可 知 


š < да+ ЈАР. (5.29) 


BR Ph MMoseiERTBAU, 我 们 在 t є [b , To] Е 


AP э п+2у"+ (п+2)?\ „м 
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这 里 4 = max{ 825, 24), с; = C, шах{"#2, па? (2AT). Ф 


(эл) 
е" 
G= (:- 3) [УА + [AP 
#| HILSRCHRRAB. RER, 我 们 有 
V,(VÀ) = У(У,А)+ A * А+ VA. 


这 里 VV 表示 空间 向 量 从 上 的 联络 . 对 每 个 时 刻 t, 它 与 度量 为 g(t) 的 Levi-Civita 联 
络 相同 . 考虑 4 的 发 展 方程 


ViA=AA+A*A*A. 


另 一 方面 , 我 们 有 

V(AA)= A(VÅ) + А* A* VA, 
因此 

VVA)=A(VA+ A*A*VA. 
这 表明 


УА? < ДУА +cn|ABIN AB, (83) 


其 中 ?是 仅 依赖 于 n 的 正常 数 . 这 里 我 们 应 用 了 关系 式 |V4|? < „2. [У P(N). 
由 (5.9) 和 (5.31), 我 们 得 到 


59 <AG+ (6 -Baap 1) VAP +е|АР АЁ. (6.32) 


Ш (5.28), (5.30) (5.32) TA, Æt € (2, To] LA 


a T Р 
8 SAG+ (( = 3) списів г)? + eacee. (5.33) 


AT; = min(T,, 2 + 
(2, Ts] LA 


1}, MJQ < T, < Tn， 因此 由 (5.33) 可 知 在 t є 


Cl7cl6 


2с < Аб+асв& Ёё, 


根据 极 大 值 原理 可 知 , 在 t є [b TILA 
с - (2% 2) асв, (t — Bye. 
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办 此 
(‹- 2)ivap slAP (PR) оов (20) еа 
see + сзсвсїз (t = үө, 
于 是 , tet e (ЮТ ЕН 


\VAP < дз аф cache C 2, (5.34) 


@ 


另 一 方面, 由 [2 我们 得 到 |VH|? < за |У Д?. 因此 (5.34) 表 明 , 34t = Т 


有 


|vgpP<- (ood Je? = ye”. (58) 
~ 2(n—1) 人 -到 8С16С13 JE = yal š 


现在 我 们 在 Ts 时 刻 考虑 子 流 形 Mz,. 假设 点 z,y € Mz, 满足 
IH|(z,Ts) = |H min Ts) := min |H|(, T), 
IB|(,Ts) = |H |mox(Ts) := Wel 


I : D.L) 一 Mr, 为 连接 1(0) = z 和 i(L) = y 的 极 小 测 地 线 . 在 fo, 刀 上 定义 函 
Ж: [0,1] > RY 

n(s) = |HP(U(s), Ta). 
WAN) = IHR,,(Ts), n(L) = IB, (Ts). 由 7 的 定义 可 知 


кте) = [farao m] s oinen] < zavar] 
上 式 与 (5.30) 和 (5.35) 表 明 
len < 2ndeygcree. (5.36) 
于 是 我 们 有 


| | 
n(L) -n(0) = ў nds < diam(Mn) -2nbeyere. (5.37) 
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综合 (5.26), (5.27) 和 (5.37), 我 们 得 到 
(5.38) 


|HË,,(Ts) > сю 一 ce， 


其 中 ce = 2л1свсувс1з. 
Фе = Ва. (6:8) 8H < е, М 
(6.39) 


IH. (n) > 52. 


这 就 完成 了 第 二 步 证 明 . 
第 三 步 . 我 们 完成 定理 6 的 证 明 . 考虑 子 流 形 Mm. > 
A 
Wien n=3, 


62= н 
=з гый дна п> 4. 
2[r{n—1)] Pers 


根据 (5.28) 和 (5.39) 可 知 , He < min{e,,€2}, M 
APT < SEPT), п 
мед) < 8+ нр) < EE, naa 
WO; = miníe), eo), 它 只 依赖 于 n, р, УЯТА. 根据 平均 曲率 流 的 解 的 唯一 性 以 
BO) HE н, RANET OL HAPS EA 


内 收敛 到 一 个 圆 点 . 这 就 完成 了 定理 6 的 证 明 . 
53 ”高 余 维 平均 曲率 流 的 收敛 性 定理 П 
本 节 我 们 证 明定 理 7. 采用 的 方法 与 定理 6 的 证 明 类 似 . 


=3, 


定理 7 的 证 明 . SA = ||H ljn 假设 对 某 个 取 定 的 p > n 和 e € (0,100], 有 
(5.40) 


ПА < €. 


5 
Т' = sup{t € (0, Tmax) : [Н] < 2A, ||А|, < 2). 
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我 们 考虑 时 间 区 间 I0,T) 上 的 平均 曲率 流 - 
ин, 我 们 有 如 下 的 发 展 方程 ( 见 人 2, ТО) 
ZH < AHP -21VHP + onl APIA, 
其 中 cm 是 仅 依赖 于 n 的 正常 数 . Фи = |H. 则 有 
š < Aw+ cnlAPw+ 20, (5.41) 
由 (5.41) 可 知 , 对 于 r > 1, 有 
t /, "йи <- шге [iota 


+ Í [Аршаш + af wt dyu. 
Me n Jm 


(a) 


(5.43) 


(5.42) 


取 r =, 我 人 有 


2 
[naa soz car Í uau) +0- 
M. M. 
Ыз _П аы РРА 
+097. — se ч 


这 里 e > 0. 类 似 于 (5.13), 我 们 有 
f Åu du «(оюў (2л) 92 + (200222 1н) J wP dy, 
M. p м, 


+ (ос зи [пошта da, 
р м. 


(5.44) 
Жери > 0. 86 (5.42), (5.43) 105.44), 我 们 得 到 
° ø 


= #2 
n+2 at ы - 


з П 2 00 mn, n вы 
< 0)? з 人 Vw |2 
(ооо °C, E a Cr 2° кезу) Í. [ушар 


набой (2A)* niet 2 pen =) | u "P diu 
Mt 


nay. 


+20 (с® оду" +с?®. 
(5.45) 
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取 
в 3 кк a 
- (OHO ogc) em Esa ст)", 
4p ån 
则 由 (5.45) 得 到 
2 
š 8 uË diy <o |, чао |, uF aye) š (5.46) 
其 中 
ma pon (200)2(п + 2)? КЭШ 
200 ?| (2A plained аас 9 i 
= (enci алу + 2" (COO 
C20 on QA + с i: 
5 п+2 ине ‘i 
wlt)» ean 的 正解 
4, =C21p + Coop”, 
p(0) =A"*?, 
则 有 ( ) 
emt In тайн +1 
p(t) = рүш men t€ pS). 


根据 极 大 值 原理 , 存在 正常 数 
1+ ant? 
T= an rae + =e 


使 得 在 t € [0,min{T',TY}) 上 有 


А) 
/ шац < ( К 
м. 


或 者 等 价 的 有 5 
А0912 < 3% (5.47) 
根据 (5.10), 我 们 得 到 
2, < Аһ, + colÅ ho + ŠIH ho. (6.48) 
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根据 (5.48), 对 于 r > 1 有 
әр 2 4-1) ~ 
ra f ms 509 [iweb Pa 
+e J Alara, + 2 f ШТ 
M: N JMe 


与 (5.13) 类 似 , H Fr > p > n 和 任意 的 v, o > 0, 有 


рачен (оте 


2 


x cs J [уһ аш, + (2Д)"*# f ка)" 
м, Mt 
-2 


2 1 P 
<eo ( f кам) 
M: 
в. 


š [( Í чї)! en ( f was) | 


«(дело алуа Í wan 
м. 
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(5.49) 


+ (260? Е 人 Wd + 7 *( T, Ра) 


(оос ay" + + (20020722 п) Ј каш 
M. 


+ (200)°CF rt z ( Í. whi Т? 


(5.50) 
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Е бе" 
гира оку ( Í камы) [cm( | трам)” 
м м; M 


+ олус" ( /, i кам) "| 


Ж. =, 2 = 
<(2A)"r+2C8 人 Каш + (2А — 50° 5 [Ж 


255 
二 (2A) Cn 


oot /, ШОЛ 
(5.51) 
由 (5.49)，(5.50) 和 {5.51), 我 们 得 到 


12 En в С ә n вы 
x + ваш < 20? s + ЗАС 一 一 0 
h sdn (або) С, at + п 2А) С, aaa? 


4(r— 1) 


маз) 
) ° 


+ (eooo Qn. + ¿ (200)2C2 к" 


с; = Е 2 ny 
+®(олуч"сё® + gapo 269 )) ГА Ride 


(5.52) 
и = p= (qa 


вз(200)2С] +в + а(ол)у?сЁ® „л; ) = 
= | 
由 于 r > p > n, 我 们 有 


iran 000202 -3 + (2А) Саун а 
=0< e a rast :一 C23 TPH 
则 根据 (5.52), 我 们 得 到 
š Kaht f [Уһ 2а, < cartat” f hdpe, (5.53) 
M: M Mi 
其 中 


ом =c (2002C2 (2A) SF + (лучо 
2 
n+? 


n42 = n42 a 
+оо} od (APOR 
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令 r = p, 则 由 (5.53) 得 到 
8 pin 
=| dus Bate f hdp. š 
z | Ман <сир „= (5.54) 


Фо — 0. 根据 极 大 值 原理 , 存在 依赖 于 n,p 和 A 的 正常 数 Ty = cp n 3, 
使 得 在 t € [0,min(T',T;)) LA 
IAW < Se 


ФТ; = min{71, 人 2}， 类 似 于 定理 6 的 证 明 中 的 第 一 步 , 我 们 用 反 证 法 证 
BT > 开 ， 由 平均 曲率 流 的 光滑 性 可 知 7” < Tu 的 情形 不 成 立 ， 对 于 Tv = 
Т, НН, 我 们 对 (5.53) 应 用 Moser 选 代 . 对 于 充分 小 的 9 > 0, 有 以 下 估计 


м) (ztn +n) 


(т) < (1+2 2) Bi (cunt 23 


2nt 


Tmax- $ 
| x( [ J. мама) А (5.55) 
0 Me 


这 里 cxs = C, : max{1, (2A)"773}. 

Фе — 0, 0 — 0. 则 对 于 t € [sz Tmax), 我 们 有 

|AP(z,t) < C'(n, p, A, €;Tmax) < +оо. 
RN EAE ЖЕКПЕ a ALY, EELO, Tma) EE 
[А < a'H? +V. 

另 一 方面 , RMAN f, H dudt < +oo， 应 用 第 三 章 中 的 平均 曲率 
流 可 延 拓 性 定理 可 知 , 平均 曲率 流 可 以 延 拓 到 时 间 Twax 之 后 ， 这 一 矛盾 表 
HT < Ty 不 成 立 . 于 是 便 证 明了 7" > Т. 

考虑 时 间 区 间 t e [全 ,74J 上 的 平均 曲率 流 . 类 似 于 (5.55), RATA 


А ац (ва) ša 2) ， 
|Al(z,t) < ( + 2) & C + eer) т? + 2E := сє. 
(5.56) 
根据 (5.41)， 


д Р 
ж < Au +ox|ÀPu + Se jul, 
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则 与 (5.56) 类 似 的 可 知 , 在 t є [Th LA 


|HP(2,t) < 人 + 2) бш (ee+ дн 4 (2 + 2) oon - (2A)? = cn, 
n nT; 
(5.57) 
这 里 
on 09 (2A)"+ 2 oe 
+ P арос 2. 2+ жой 29024)" р 
Е оо(200) С -25 + ало?а, wh 
Е 3n+2 ) * 
根据 (5.56) 和 (5.57) 可 知 , 在 te [Ту] ЕВ 
[А (4) < 8100 + 2 := са. (5.58) 
类 似 于 定理 6 的 证 明 中 的 第 二 步 , 在 te [0, Tan) EE 
|Н| (t) > no,V := ceay, (5.59) 
并 且 
diam(M,) < c (2A)" 10 97 = сз, (5.60) 


这 里 V = Vol(Mo). 则 在 te 党 ,上 有 


2 
[ун <; = ( Š + aca) = dye’, (5.61) 


HPT; = min{Ty, 2 +5). 
综合 (5.59), (5.60) 和 (5.61) 可 知 , ТЕТ] AITE TE M Ж 


кее... 
От сзосзәСзз У 
使 得 车 e < e), W 
2 
lu. (T) > F (5.62) 
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+ 4 
ды | sË n=3, 
ma-a "Z4 
根据 (5.28) 和 (5.39) 可 知 , 若 e < min{e}, 62, 100}, 则 
|AP(T3) < = ан 3), п=3, 
мета < ded + Lipa < EET, 


INC, = шіп{є;, eh, 100}, 它 是 只 依赖 于 n, p, V 和 A 的 常数 . 根据 平均 曲率 流 的 解 
的 唯一 性 以 及 四 中 的 收敛 性 定理 , 我 们 便 证 明了 以 有 为 初始 流 形 的 平均 曲率 流 
在 有 限时 间 内 收敛 到 一 个 圆 点 . 这 就 完成 了 定理 7 的 证 明 . 


п> 4. 


根据 平均 曲率 流 的 光滑 性 和 解 的 唯一 性 , 我 们 得 到 定理 8 所 述 的 微分 球面 定 
理 . 通过 对 子 流 形 的 体积 进行 进一步 估计 , 我 们 证 明定 理 9. 


定理 9 的 证 明 . 定理 7 中 的 正常 数 C4 依 赖 于 mn, p,|| 召 ||+z 和 NMo 的 体积 上 界 V. 根据 
平均 曲率 流体 积 的 递减 性 质 , M, 的 体积 有 上 界 Vol(M4) < V. 我 们 对 Vol(Mi) 进 
行进 一 步 估 计 . 由 于 


1812 > VoM) F= min |H, 


此 有 


Vol (Mi) < Vol(Mo) < (min |E) HR = 


根据 定理 7, 可 选取 依赖 于 mn,p,|| 刀 | 和 minx | 五 | 的 正常 数 Ce(n,p, У", ||Н||һ+), 
使 得 车 ||4ll。 < Cs, 则 平均 曲率 流 在 有 限时 间 内 收敛 到 一 个 圆 点 . 根据 平均 曲率 
流 的 光滑 性 和 解 的 唯一 性 , M 微 分 同 胚 于 n 维 标准 球面 . 


5.4 公开 问题 


设 Fn+a(c) 为 具有 非 负 常 曲率 c 的 (n+d) 维 完备 单 连通 空间 形式 , M 为 Fn+e(e) ， 
中 的 " 维 可 定向 闭 子 流 形 . 1997 年 , K. Shiohama 和 HH. W. Xu[58] 证 明了 : А]? < 


第 五 章 ” 欧 氏 空间 中 高 余 维 平均 曲率 流 的 收敛 性 定理 67 


a(n, Н, с), 则 n > 4 时 , M 拓 扑 同 胚 于 球面 ; n = 3 时 , M 微 分 同 胚 于 球面 空间 形 
式 . 这 里 

a(n, H,c) = nc + ае 一 nave + (n — 1)cH?. 
H. W. Xu 和 E. T. Zhao[92] 在 适当 的 拼 挤 条 件 下 证 明了 若干 黎 曼 子 流 形 的 微分 
球面 定理 . 最 近 , Н. W. Xu 和 J. R. Gu[85] 将 Shiohama-Xu 的 拓扑 球面 定理 加 强 
为 微分 球面 定理 . 受 这 些 球面 定理 和 B. Andrews 与 C. Baker[2] 的 平均 曲率 流 收 
敛 性 定理 的 启发 ,我们 提出 下 述 问题 144 


公开 问题 1， 设 M 为 Fn+d(c) 中 的 m 维 光滑 闭 子 流 形 , 其 中 n > 3, c > 0. RMA 
以 MM 为 初始 子 流 形 的 平均 曲率 流 的 解 . EMR 


|A? < a(n, Ho), 


则 以 下 结论 之 一 成 立 : 

(1) 该 平均 曲率 流 在 有 限时 间 0 < t< T 上 具有 光滑 解 M4, 并 且 当 t 一 TH, 
Mi 一 致 收敛 到 一 个 圈 点 . 

(2) 该 平均 曲率 流 在 0 < t < oo 上 具有 光滑 解 M6， FAM ACCEL T КЖ 
到 rntd(c) 中 的 光滑 全 测 地 子 流 形 Mo。. 

特别 地 , MOD FLEA nh ese. 


19944F, K. Shiohama 和 H. W. Xu[57] 在 ||4ll。< C(m) 的 条 件 下 获得 了 Fn+d(o) 
中 闭 子 流 形 的 微分 球面 定理 , 这 里 c > 0, C(m) 是 可 显 式 表示 的 只 与 np 相关 的 正常 
Me. 由 这 个 拓扑 球面 定理 和 本 章 证 明 的 收敛 性 定理 , 我 们 提出 以 下 问题 44]， 


AFIA AMAR HP n> 2) 维 光滑 闭 子 流 形 ，Mi 是 以 MM 为 初始 子 流 
形 的 平均 曲率 流 的 解 . 则 存在 只 与 n 相 关 的 正常 数 DD(n), 使 得 如 果 人 满足 
Аһ < D(n), 


那么 该 平均 曲率 流 在 有 限时 间 0 < t < T 上 具有 光滑 解 M6, 并 且 当 t TH, 
Mi 一 致 收敛 到 一 个 圆 点 . 特别 地 , M 微 分 同 胚 于 n 维 标准 球面 . 
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对 于 任意 的 同 胚 于 球面 的 4 维 紧 致 流 形 M, 我 们 希望 证 明 存 在 从 4 维 球 面 
到 欧 氏 空间 的 等 距 嵌 入 , EIA QFE AD, 以 满足 定理 7 或 者 公开 问题 2 的 条 
件 . 事实 上 , K. Shiohama 和 H. W. Xu[57] 证 明了 : 对 于 欧 氏 空间 中 的 任意 4 维 紧 
致 子 流 形 M, Ж||А| > CELA). 这 里 C 为 正常 数 , B; 为 M 的 第 个 Betti 数 ， 
其 中 i = 1,2,3. 因此 , 有 可 能 可 以 将 4 维 拓扑 球面 等 距 嵌入 到 殉 氏 空间 中 , 使 
得 上 | 名 js 充分 小 . 如 果 以 上 可 以 实现 , 则 M 微 分 同 胚 于 球面 . 这 或 许可 以 提供 一 
个 证 明 4 维 光滑 Poincaré 猜 想 的 途径 , 这 是 目前 几何 与 拓扑 研究 领域 最 具 挑 战 性 
的 问题 之 一 . 

一 般 地 , 对 于 同 伦 球 M, 可 以 尝试 将 其 光滑 嵌入 到 欧 氏 空间 中 , 使 得 ||Al|, 充 
分 小 . 可 以 运用 本 章 中 的 任意 余 维 数 平均 曲率 流 的 收敛 性 定理 , 来 寻找 从 M 到 
欧 氏 空间 中 的 适当 的 嵌入 , 从 而 解决 M 是 否 微分 同 胚 于 球面 的 问题 . 


ARIA. AMAF HP nt ЖИТА, 其 中 n > 2, с> 0. RMA 
以 作为 初始 子 流 形 的 平均 曲率 流 的 解 . 则 存在 只 与 n 相 关 的 正常 数 忆 (n), 使 得 如 
果 M 满 足 


АІ» < E(n), 


那么 以 下 结论 之 一 成 立 ; 

(1) 该 平均 曲率 流 在 有 限时 间 0 < t < 了 上 具有 光滑 解 Mi, 并 且 当 t 一 TH, 
Mi 一 致 收 全 到 一 个 圈 点 . 

(2) 该 平均 曲率 流 在 0.< t <-o0 上 具有 光滑 解 Mi， 3⁄ B M, Co $ X. T k 3k 
到 Fnm+d(c] 中 的 光滑 全 测 地 子 流 形 M。. 

特别 地 ，M 微 分 同 用 于 mn 维 标准 球面 . 
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本 章 主要 研究 第 k 个 Ricci 曲 率 拼 挤 条 件 下 黎 曼 子 流 形 的 微分 球面 定理 . PR 
面 定理 是 曲率 与 拓扑 研究 领域 的 重要 研究 方向 之 一 , 这 方面 的 研究 有 着 您 久 的 
历史 上 世纪 六 十 年 代 , M. Berger|3] 和 W. Klingenberg[38j 证 明了 著名 的 1/4 拓 
扑 球面 定理 , 在 此 之 后 许多 杰出 数学 家 的 卓越 工作 [4, 8, 11, 56, 85, 92, 96] 改 进 
了 这 一 结果 . 19824E, R. Hamilton[27] 首 次 运用 Ricci 流 研究 了 Poincaré 猜想 , 他 
证 明 : 任 一 具有 正 Ricci 曲 率 的 三 维 紧 致 黎 曼 流 形 微 分 同 胚 于 S". 近 三 十 年 来 , JU 
何 流 的 发 展 为 球面 定理 的 研究 提供 了 一 个 新 的 有 力 工具 , 最 近 , 5. Brendle 和 有 R. 
Schoen|8] 利 用 Ricci 流 将 Berger 和 Klingenberg 的 结 果 改 进 为 微分 球面 定理 . 

运用 子 流 形 上 稳定 流 消 没 定理 和 S. Smale[62] 证 明 的 n(> 5) 维 广义 Poincaré 
猜想 , H. Lawson 和 J. Simons|39| 证 明了 球面 中 紧 致 子 流 形 的 拓扑 球面 定理 . K. 
Shiohama 和 H. W. Xu[58] 改 进 并 推广 了 HH, Lawson 和 J. Simons 的 结果 , 得 到 了 非 
负 常 曲率 空间 形式 中 完备 子 流 形 的 最 佳 拓 扑 球面 定理 

我 们 运用 曲率 估计 、 稳 定 流 消 没 定理 和 Ricei 流 收敛 性 定理 , 证 明了 
第 k 个 Ricci 曲 率 拼 挤 条 件 下 的 紧 致 黎 曼 子 流 形 的 微分 球面 定理 . 
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二 十 世纪 七 十 年 代 , 9. T. Yau[95]8#T. Itohf37] 证 明了 截 曲 率 拼 挤 条 件 下 球 
面 中 极 小 子 流 形 的 刚性 定理 . 


定理 E.[95, 37] 设 M" 为 球面 9m+P(1) 中 的 n 维 可 定向 紧 致 子 流 形 。 SMHK 


面 曲率 满足 
‚. fp-l п 
ky 2min{ rary} 


则 有 必 为 全 测 地 子 流 形 , 两 个 球面 的 来 积 流 形 , 和 Veronese 子 流 形 之 一 . 


最 近 , H. W. Xu 和 J. R. Gul26] 证 明了 下 述 结果 . 
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定理 F.[26] 设 M?" 为 球面 Sn+P(1) 中 的 mn 维 可 定向 紧 致 子 流 形 ， 若 M 的 截面 曲 
于 满足 wei 
sgnip — l)p 
Ku > 241) 
则 M 必 为 全 测 地 子 流 形 , 两 个 球面 的 乘积 流 形 , 和 3S4(1) 中 的 Yeronese 曲 面 之 一 . 


近年 来 , 关于 不 同 曲率 拼 挤 条 件 下 球面 定理 的 研究 取得 了 一 系列 重要 进展 . 
运用 Ricci 流 的 相关 理论 , H. W. Xu 和 EE. T. Zhao[92] 证 明了 如 下 关于 子 流 形 的 微 
分 球面 定理 ， 


定理 G.|92] 设 M" 为 逐 点 5(> 1/4) 拼 挤 的 n 十 p 维 黎 曼 流 形 N"™t? 中 的 n(> 4) 维 可 
定向 的 紧 致 子 流 形 . SK... (z) := maxncTsN K(2,7), i£ 8 K(z, RRNA 
点 ZE NN 处 的 关于 切 平面 fT(C Т.М) жаа Ф. 如 果 对 任意 的 z є MH 


S(z) < BPR (ш) = 2), 


那么 M 微 分 同 胚 于 一 个 球面 空间 形式 . 特别 地 , 如 果 MH 是 单 连通 的 ， 那么 M 微 分 
同 胚 于 n 维 标准 球面 S"， 


H. W. Xu 和 J. R. Gu[85] 在 数量 曲率 拼 挤 条件 下 证 明了 非 负 常 曲率 空间 形 
式 中 完备 子 流 形 的 最 佳 微分 球面 定理 . 


定理 H.[85] RM" An 十 p 维 非 负 常 曲率 空间 形式 N"t? 中 的 n 维 可 定向 完备 子 
流 形 . 如 果 
ММ) := sup (s ee 08 2) <0, 
M п-1 
TRL. MARR БЕТ RRS". 


Н. W. Xu 和 G. X. Yang 在 截面 曲率 拼 挤 条 件 下 证 明了 如 下 的 拓扑 球面 定理 . 


定理 I.[88] 设 F"+?(c) 为 曲率 为 正常 数 c 的 n + p 维 空间 形式 ，M" 为 F"+?(c) 中 
的 n > 4 维 可 定向 紧 致 子 流 形 . 若 MM 的 截面 曲率 满足 


c n 
Ku > Z+<H2 
M>3+8 , 
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则 MM 拓 站 同 胚 于 标准 球面 . 


最 近 , H. W. Xu, Е. Huang 和 L. Tian[86, 87] 分 别 证 明了 Ricci 曲 率 和 截面 曲 
率 拼 挤 条 件 下 黎 曼 子 流 形 的 微分 球面 定理 . 


定理 J.[86] 设 M" 为 曲率 为 正常 数 c 的 n 十 p 维 紧 致 空间 形式 F"tP(c) 中 的 n(> 4) 维 
可 定向 紧 致 子 流 形 . 如 果 M 的 截面 曲率 满足 


Kote =m + 2H, 


8 
那么 M 微 分 同 胚 于 标准 球面 S". 
定理 K.[87] AMAR RAUN P tn> JARRIAK, K(z, z) ANE 
点 ZE N 处 关于 切 平面 r(G TN ORB WE, AK mlt) := maxrcTeN K (2,7), 
Kmin(7) := шш,ст„х K(z, т). 如 果 M 的 Ricci 曲 率 满足 
Ricy > [(n 一 к. - ol + m р, 
3 3 8 


那么 M 微 分 同 胚 于 一 个 球面 空间 形式 . 特别 地 , 若 M 是 单 连通 的 , 则 M 微 分 同 胚 
于 n 维 标准 球面 S". 


本 章 证 明 第 k 个 Ricci 曲 率 拼 挤 条 件 下 紧 致 黎 曼 子 流 形 的 微分 球面 定理 . 


定理 10， 设 M" 为 黎 曼 流 形 N"t? 中 的 n(> 44) 维 紧 致 子 流 形 ,下 (z,7) 为 N 在 
Жа є 入 处 关于 切 平面 7(C TN) 的 截面 曲率 . AK malt) := шах,стм K(z, z), 
K min(z) := шш,ст„м K(z, r). 如 果 M 的 第 k 个 Ricci 曲 率 满 足 

Rica) > klC1(n)K max — C2(n)K min + Сз(п)Н?), 
其 中 常数 Cn] = SE, Oln) = gaia Oln) = qs, #9 Ж 
个 小 于 n 一 1 的 正 整 数 , 那么 M 微 分 同 胚 于 一 个 球面 空间 形式 . 特别 地 , BMA 
单 连通 的 ， 则 M 微 分 同 胚 于 7 维 标准 球面 Sn. 


特别 地 , 对 于 外 围 空间 是 非 负 常 曲率 空间 形式 F"+?(c) 的 情形 , 我 们 证 明 
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定理 11. 设 M" 为 具有 非 负 常 曲率 c 的 空间 形式 Fn+p(c) 中 的 n(> 4) 维 紧 致 子 
ЖЖ. 如 果 计 的 第 k 个 Ricci 曲 率 满足 


Еіс > k|C,(n)c + Сз(п)Н?], 


ЗФА п-в EMH, 常数 Cn) = SEA, Сп) = Oe 
那么 M 微 分 同 胚 于 标准 球面 Sn. 


对 于 = 2 的 情形 , 我 们 给 出 如 下 的 第 2 个 Ricci 曲 率 拼 挤 条 件 下 的 微分 球面 
定理 . 


定理 12. M'AR RAKUN P tn> 4) 维 紧 致 子 流 形 ， K(z, m) ANKE 
点 ZE NN 处 关于 切 平面 7(C TN) ORG HE. AK ng (z) := шахлст„м K (z, T), 
К. (2) := шїш,ст„у K (z, т). 如 果 M 的 第 2 个 Ricci 曲 率 Riclz) 满 足 


. зү 45 
Ric > (2 = È) Kan- -Rant ТЕ, | 
MAMBP ABT — 4 3k 0 ® s| W Á. 特别 地 , 若 M 是 单 连通 的 , MUDRE 


于 m 维 标准 球面 Sn". 
当 外 围 空 间 是 非 负 常 曲率 空间 形式 F"+z(c) 时 , 我 们 证 明 以 下 的 球面 定理 . 


定理 13， 设 M" 为 具有 非 负 常 曲率 [的 空间 形式 F"t?(c) 中 的 n(> 4) 维 可 定向 
RATAN. 
(1) RM th 3 978 Riccith RA 


Ri nap 
їс) > c+ Bn —2) , 
那么 M 拓 扑 同 胚 于 标准 球面 Sn. 
(2) 如 果 M 的 第 2 个 Ricci 曲 率 满足 
Rico) > 人 -~ 2) + 3m, 


那么 M 微 分 同 胚 于 标准 球面 S". 


在 定理 13 中 , (1) 改 进 并 推广 了 定理 I 的 结果 , (2) 推 广 了 定理 J 的 结果 . 
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6.2 1255519 


设 M" 是 等 距 进入 到 n + p 维 黎 曼 流 形 N"+? 中 的 n 维 子 流 形 . 在 本 章 中 我 们 
将 使 用 如 下 的 记号 , 101 < ijk < n, 1 < А,В,С, <п+р. 对 任意 
取 定 的 z € MCN, 选取 N"t? 中 的 局 部 单位 正 交 标 架 场 {eA}, 使 得 ei 与 M 相 
切 . 设 {w4} 是 {e4} 的 对 侦 标 架 场 . 记 Ric(ei) 为 6: 方向 上 的 Ricci 曲 率 , R 为 M 的 数 
量 曲率 . 记 M 和 N 上 的 黎 曼 曲率 张 量 分 别 为 Rm 和 Rrm, h = YZ, hyw @ o; @ 


1 


ea 为 M 的 第 二 基本 形式 . 则 MM 的 第 二 基本 形式 模 长 平方 与 平均 曲率 分 别 为 


S= Уз, 8 = (Se) 


对 任意 的 ze M, 记 K(n) 为 M 关 于 2- 平 面 x СТ.М ВЖ, Kr) ANAF 
平面 + С Т. МЕЕ. Bk Ricci ti RHE LF. 


ЖХ6.1. RM ARRAY, k 为 不 大 于 n 一 1 的 正 整数 ，M 上 点 z 处 的 
第 k 个 Ricci 曲 率 定 义 为 
k 


Ricay(z) := inf {У K (erei) | ee ,ek € TM 为 (+1) 个 规范 正 交 单 位 向 量 ]， 


і=1 


其 中 开 (e Aei) 表 示 在 点 7 处 M 关 于 e 和 ei 张 成 的 2 平面 的 截面 曲率 . 


19894, M. Micallef 和 J. D. Moore[45] 利 用 极 小 子 流 形 的 方法 证 明了 逐 
点 1/4- 拼 挤 流 形 的 拓扑 球面 定理 .其 中 他 们 使 用 了 正 迷 向 曲率 的 条 件 , 并 证 
明了 M 具 有 正 迷 向 曲率 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 M 上 每 一 点 处 的 任意 单位 正 
交 4- 标 架 {e1.e2,e3,e4}, 有 


Risis + Risa + Rosas + Raa 一 2R1234 > 0, 
其 中 Ri 表示 对 的 黎 曼 曲 率 , {e1.e2,es,e4} 是 M 上 的 局 部 单位 正 交 标 架 场 . 
利用 Ricci 流 的 方法 , S. Brendlef6] 证 明了 如 下 的 Ricci 流 收敛 性 定理 . 
引 理 6.2.[6] 设 M" 为 n(> 4) 维 紧 致 黎 曼 流 形 。 如 果 对 所 有 和 E |-и 
单位 正 交 4- 标 架 {e1.e2, es,e4} 有 


Riss + X? Risu + Ragas + А? Ras — 2АВузз > 0, (6.1) 
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那么 以 go 为 初始 度量 的 正规 化 Ricci 流 


8 2 
9190 = 一 2Ricoo + —rat09(t) 
的 解 在 [0,+oo) 上 存在 , 并 且 当 t — oo 时 ,该 Ricci 流 的 解 收敛 到 一 个 常 曲率 度量 . 
这 里 ro 的 表示 g() 的 数量 曲率 的 平均 . 
由 第 k 个 Ricci 曲 率 的 定义 , P. Н. Wang 和 C. 工 . Shen[75] 给 出 了 下 面 的 关系 式 ， 


引 理 6.3.[75] 设 和 和 ko 是 小 于 n 的 正 整 数 ,， ВЫ < ky. ЖМ ссі Ф 
ЖА Rica) > kis, 则 M 的 第 及 个 Ricci 曲 这 满足 Rictp) > kas, 其 中 s 为 正常 数 ， 


Н. Lawson, J. Simons[39] 和 Y. L. Xin[79] 证 明了 如 下 的 同调 群 消 没 定理 . 


引 理 6.4.[39, 79] 设 M" 是 n 十 p 维 空间 形式 F"t?(c) 中 的 n 维 紧 致 子 流 形 . :和 为 
满足 g 十 ! = 1 的 正 整数 ， 如 果 对 M 中 的 任意 一 点 z 的 切 空 间 的 单位 正 交 标 架 
场 {el.e2,.….,en}, 有 


n k 
Y ECI Mes ej) IP (келе), ее) < kle, 


j=k+1 #=1 


H,(M,Z) = Н(М,2) = 0, 


其 中 于 (MHZ) 为 M 的 第 ;个 整 系数 同调 群 . 


利用 这 一 结果 , 我 们 得 到 如 下 的 引 理 , 以 证 明子 流 形 的 单 连通 性 . 这 在 下 面 
的 证 明 中 将 被 用 到 . 


引 理 6.5, 设 M" 是 具有 非 负 常 曲 率 c 的 空间 形式 F"+?(c) 中 的 n(> 4) 维 紧 致 子 
ЖЖ. 如 果 肝 的 第 k 个 Ricci 曲 率 满 足 
kn 


Rice) > AER 


(c+ H?), (6.2) 
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那么 M 是 单 连通 的 , 其 中 大 是 某 个 小 于 n 一 1 的 正 整 数 ， 


TEMA. 设 {e1.e2,e3,e4} 是 M 上 单位 正 交 的 4- 标 架 . 由 Gauss 公 式 


Rija = Kuu + Ула — hgh3,) (6.3) 
可 知 ， 
Ric(e;) = (n — 2)c + > Long- (һ8)2) 
由 引 理 6.3 可 知 
Ricu > -Ricw,. 
另 一 方面 , 由 于 
s- (Doe + Dee y] = DD Ug tar, 
a ižj а ij 
故 有 
Ууну ELO < $s n). 
а ј=2 a ij 
由 以 上 各 式 得 到 
YG | henes) I? (hlen е), hes, 2) 
j=2 
= 2 Dn) 7 anny, 
a j=2 a j=2 
= YY (ng)? – һал) + 3 у (hs) 
а j=2 a j=2 


IA 


ыша} (a= Aje 18 — nH?) 


< - Rica, + 58 анд), 
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由 Guass 公 式 和 引 理 6.3 可 知 ,对 于 外 围 流 形 为 具有 非 负 常 曲率 c 的 空间 形 
式 F"+?(c) 的 情形 , 有 


-S +n?H? + n(n-le>R> a= D Rica. 
因此 
8< -1e 2) re Pon 
于 是 我 们 得 到 


E G Alesse) Р ее), Alene) 


j=2 
< -= Risa + (п ~ 1)с 

+ | “ç ah Эа, +п?Н?+т(п – 1)с– пн? 
_ _„(а-1)(@+2),. (nt+2)(n-1)  т(п-1),, 
= y Rica) + канш: Шыр. + 2 Н 
< (п- 1)c. 


WETAH (M,Z) = 0, 故 不 存在 稳定 1- 流 . 由 于 在 每 一 非 平凡 自由 同 伦 类 中 存 
在 一 条 长 度 极 小 曲线 , 所 以 M 是 单 连通 的 . 这 就 证 明了 引 理 的 结论 . 


受 K. Shiomaha 和 H.W. Xu[58] 的 启发 , 我 们 证 明 如 下 的 同调 群 消 没 定理 . 


引 理 6.6， 设 M" 为 具有 非 负 常 曲率 c 的 空间 形式 F"t?(c) 中 的 n(> 4) RK 
FAW, kq Rk < q S п – КЖ. tRMH ссі HH 


X Rica) > Ë + 2252, 那么 


НДМ, 2) =0, 
HP HM, Z)AM th Ri HEA BM MR. 


证 明 . 由 Gauss 公 式 (6.3) 可 知 


У) = c+ Ул — Rus. 
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从 而 有 
n q 
> Vekelrte:, es)? — (Ме, ei), Мез, є))] 
j=g+1 i=l 
=2у, ad - қ) + у, È Уни 9; 
= 23> Уе-љо+у У уи 
ј=9+1 і=1 а j=q+1 i=] 
< 2q(n—q)c— 2 > (Soa) +" =H 
ең i=l 


IA 


24(п — 4)с-2 > Ricu) + тн 


j=q+1 
2q(n — ас — 2(n ~ а) йс) + mm. 
引 理 6.3 表 明 , IH Rica) > Ë + a HPT AEH 


2 2 
; ge n 2. Qc т 2 
rt 5 Г ЕЕ, ШИН 
Ніс > 2 +1 ГТ 27 t-g 


对 所 有 的 k < q < n 一 上 成立 . 因此 由 以 上 可 知 
> Уке, ед? Мег, ei), h(e;,e;))] < (п – с. 


ј=а+1 i=l 


即 证 明了 引 理 6.6 的 结论 . 


63 ”关于 第 k 个 Ricci 曲 率 的 微分 球面 定理 
本 节 我 们 证 明 第 k 个 Ricci 曲 率 拼 挤 条 件 下 的 微分 球面 定理 , 即 定理 10 与 定 
理 11. 
定理 10 的 证 明 . 由 引 理 6.3 可 知 , 只 需要 证 明 k = n 一 2 时 定理 的 结论 成 立 . 
设 {e1.62,e3,e4} 是 M 上 单位 正 交 的 生 标 架 . 由 Gauss 公 式 (6.3) 可 知 
Ву = i 


© К+ Уу һана, – (Һә)°). (6.4) 
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由 第 n 一 


IV 


у 


IV 


2 个 Ricci 曲 率 的 定义 以 及 不 等 式 (6.4), 我 们 得 到 
Risi + X2 Rina + Ragas + X Rua — 2АВуоз 
[Riss + Rosas + (Rais + Razs2)] 


№ 
+y [Алаа + Ruu + (Ела + Ео2)] — 20Riosa 


(зва, а - > Rip; 一 Ж Ру — > Rus) 


j#1,2,3 212,3 3712,34 
X 
+ (Rica-a = У Ris- У Юш- у, Ras) 
5124 3124 234 


—2AKisi 一 У (Кыл, — hish) 
а 


(зва а — [2(*— 3) + (n – 4))K max 


-5. у, Ep к-у, у, Мор 


а j#l23 а 41,23 а j#1234 
+E DOE У ogy} 
а 24123 а #1234 


+ {э — [2(n – 3) + (n – 4)]K max 


757,55 Mia LD мн) У hah 


а #124 a #124 а #1234 
+ Y ODHE X oy} 
а j#124 а }#1234 


= Lt (hi)? + (ha) – А Ук)? + (hgs)?) — (1 + А2) izal 


maca — [2(n — 3) + (n — 4)]K max 

-E D мн + умы - DO + у 
3 471,23 

жалез — [2(n — 3) + (n – 4)]K max 


-F у Ah + hh + ag ag + у hahi- У (Мы)? + 9) 


а }#124 
(1+ Км. (6.5) 
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对 于 上 式 中 的 学 。h8sh%, S, := Diy А8), W 
(ne? = (п-1) [Fe + Des +0407 ш) Ps]. 


另 一 方面 ， 


入 


(Cay? < 0+ Doa] 


3434 


(n= 1) [2ng hg, + У 088). 


因此 我 们 有 
en ME)? 
hh > У + Олы ~ Ses (6.6) 
ižj 
将 (6.6) 代 入 (6.5) 得 到 


Ruins + A? Riau + Rosas + A? Ruaza 一 2ARi2a4 
(эйэ — [2(n — 3) + (n – 4)]K max 


-F У (hs + hh + А) – У)? + (Ss)?) 


Iv 


а j#123 а 
рчы] 


+ [onien = [2(n-3)+(n—- 4)IK max 
-F Y Ah + h$, + hiadh- у ((һ)* + (h29)2) 


а j#124 a 


i 


a ij 
-(1+ А) м 


2 2172 2 
вара (in jg... = Т + He саг s)} 


(1+ А). (6.7) 
由 Gauss 公 式 (6.3) 以 及 引 理 6.3 可 知 


у 


n(n— 
А ече. D Ric- 


—S+n2H2+n(n- 1)K max > R> 
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因此 
-S> mz MD pic = n(n — 1)K max — п?Н?. (6.8) 
将 [aaj 和 Baga 不 等 式 
мі < (Кш ~ Kan) (69) 
代入 (6.7), 得 到 
Rasis + X° Risa + Rages + À2 Ruz — 2ÓR)234 
1+? " 26 4 п?Н? 


у 


s {arice – (3n – З) Ка + Кама _ 


1[n?H?  n(n-1) = РЕР 
++ лен) Ву = n(n а 


1+)? n(n-1)] „. 
= uf [o+ 5 Ricin-2) 


n 


4 


(п? + 5n — = Ram + а. - н) 


> 0. (6.10) 
上 式 最 后 一 个 不 等 号 处 , 我 们 应 用 了 第 k 个 Ricci 曲 率 假设 条 件 (6.1). 
由 引 理 6.2 可 知 , M 微 分 同 胚 于 一 个 球面 空间 形式 . 特别 地 , 若 M 是 单 连 通 
的 , 则 MM 微分 同 是 于 n 维 标准 球面 S". 这 就 证 明了 定理 10. 


由 定理 10 和 引 理 6.5 的 结论 , 我 们 证 明定 理 11. 


定理 11 的 证 明 . 若 外 围 空间 是 具有 非 负 常 曲率 c 的 空间 形式 F"+?(c), 则 定理 10 中 
的 拼 挤 条 件 (6.1) 即 为 定理 11 中 的 拼 挤 条 件 (6.1) 

Ric > klCs(n)e+ Os(n)B?), 
其 中 常数 C4(n) = =, Cs(n) = SE. T E ti SE RNA 
知 , 定理 11 中 所 述 的 子 流 形 M 微 分 同 胚 于 球面 空间 形式 、 由 于 Cs(n) > 
Cs(n) > 25, 故 有 


«2... 
n+2? 


Rica) > k[Cs(n)e + C;(n)B2] > let 五 2). 


则 由 引 理 6.5 可 知 M 是 单 连 通 的 . 这 就 证 明了 微分 同 胚 于 标准 球面 . 定理 证 毕 . 
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本 节 我 们 完成 第 2 个 Ricci 曲 率 拼 挤 条 件 下 的 球面 定理 的 证 明 , 即 定理 12 和 定 


理 13. 


定理 12 的 证 明 . 设 {e1.e2, e3,e4} 为 M 上 单位 正 交 的 4- 标 架 ， 由 Gauss 公 式 (6.3) 我 


们 得 到 

Razia + Аза + Ragas + АВ 一 2ARi2a4 

= (Ras + Rosa) + X? (Risa + Ruaa) 
—2AMKus + У (hiahia — Һун). 
a 
由 第 2 个 Ricci 曲 率 Ricz) 的 定义 可 知 
Risia + Roses > Rico), Rua + Ruu > Rico). 

将 (6.12) 代 入 (6.11) 得 到 


Risia + A? Risa + Rosas + X2 Roars — 2ARi294 
(1+?) Rica) — 2АКъм — 23 У (SAS, — AE HS) 


№ 


а 
(1 + А) Ric — (1 + №) a| 


уа +X) 7 (0832 + 0839, 


а і=3 


IV 


对 于 (6.13) 中 的 最 后 一 项 , 有 
-10 +X) 575 (0932 AA) 


a і=3 


-30 +) рээ hh — Rui + K max) 


i=3 а 


+ Ran +K] 


i=3 а 


IV 


= зане ун 


4-3 


= У (Вин + Roi) + 2(n — эк...) 


i=3 


(6.11) 


(6.12) 


(6:13) 
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= 
2 


a+ [E R+ Baa) ~ 210 ~ DRaa] 


№ 


(+. jr 


№ 


-30 +22). jr? 
+50 +) G — 2)Rici) — 2(n 一 x... 
= -(1+%)- qr? 
++) k= „бы эк] А (6.14) 
将 (6.14) 和 Berger 不 等 式 (6.9) 代 入 (6.13), 得 到 


Вуз + Ааа + Rosas + A? Ruaza — 2A R1234 
Да > 
(1 + А) соу — (1+ 2?)- (К — K min) 


> 
> 3 
0+0): лён! + (142%) ав S= эх] 
ы 4\— a 2 
= (1+2) [ = (r 5 1) Къ + -Knin ~ FH 
> 0. (6.15) 


这 早 我 们 在 (6.15) 中 最 后 一 个 不 等 号 处 应 用 了 第 2 个 Ricci 曲 率 假设 条 件 (6.1). 


由 引 理 6.2 可 知 , M 微 分 同 胚 于 球面 空间 形式 .特别 地 , 若 M 是 单 连通 的 ， 
则 MM 微分 同 胚 于 n 维 标准 球面 S*. 定理 证 毕 . 


定理 13 的 证 明 . (1) 当 M 的 第 2 个 Ricci 曲 率 Ricez) 满 足 拼 挤 条 件 (6.1) 时 ， 由 引 
理 6.6 可 知 , 对 所 有 的 整数 g e [2,n – JA 


H.(M,Z)= 0. 


BI) ch 8 ж FHKE FEAT Sl, H,_, (M, 2)Ж 1%], 进而 根据 Pioncar6 对 偶 定 理 
得 到 瑟 (M,2) 也 是 无 扰 的 ， 于 是 根据 Myers 定 理 , ID(M) 是 有 限 的 ,从 而 得 
到 本 (M,Z) = 0. 记 放 为 M 的 黎 曼 万 有 履 盖 , 则 我 们 可 以 设 放 为 空间 形式 F"+?(c) 
中 的 子 流 形 , 从 而 邓 是 一 个 同调 球 . HEM EEN, ТИМУ 
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球 . 进而 由 D. Sjervel61] 的 结论 可 知 M 是 单 连通 的 . 于 是 证 得 M 拓 扑 同 胚 于 n 维 
标准 球面 . 

(2) 当 外 围 流 形 为 非 负 常 曲率 空间 形式 F"+z(c), 定理 12 中 的 拼 挤 条 件 (6.1) 即 为 
定理 13 中 的 条 件 (6.1) 


Ricay > (2 = ‘Nes пн, 
于 是 由 定理 12 可 知 , M 微 分 同 胚 于 一 个 球面 空间 形式 . 另 一 方面 , 由 于 
Rica) > (2 - et qt > c+ ==, 
故 由 (1) 中 的 结论 可 知 , M 拓 扑 同 胚 于 n 维 标准 球面 . 综合 以 上 可 知 , M 微 分 同 胚 
于 标准 球面 S". 这 就 证 明了 定理 13. 


由 定理 13(1) 可 以 得 到 以 下 的 推论 , 这 一 推论 改进 并 推广 了 定理 I 的 结果 


推论 6.7. 设 M" 为 具有 非 负 常 曲 率 c 的 空间 形式 F"+?(c) 中 的 n(> 4) 维 可 定向 
FATAN. 如 果 M 的 截面 曲率 Kw 满足 
c n? 2 
Ku > 5+5), 
ML MMS AT RR GS". 


由 定理 13(2) 和 引 理 6.3 可 以 得 到 下 面 的 推论 , 这 一 推论 推广 了 定理 J 中 的 微 
分 球面 定理 . 


推论 6.8， 设 Mn" 为 具有 非 负 常 曲率 c 的 空间 形式 Fe+p(c) 中 的 pn(> JETRA 
紧 致 子 流 形 . 如 果 M 的 截面 曲率 Ky 满足 


2 п 
Км> (-Z)e+ Ee 


那么 M 微 分 同 胚 于 标准 球面 S". 
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在 为 人 处 事 方面 也 受益 良 多 . 在 此 , 向 他 表示 最 衷心 的 感谢 . 

特别 感谢 刘 克 峰 教授 、 郑 方 阳 教 授 和 沈 一 兵 教授 对 我 的 关怀 和 帮助 . 感谢 
浙江 大 学 数学 系 和 数学 中 心 的 各 位 老师 . 五 年 间 , 数学 中 心 为 我 提供 了 良好 的 学 
习 环 境 . 在 这 里 , 我 参与 了 许多 学 术 活 动 , 获得 了 与 国际 项 尖 数 学 家 交流 探讨 的 
机 会 , 大 大 开阔 了 眼界 , 丰富 了 知识 . 数学 中 心 良好 的 学 术 和 氛围 使 我 在 与 同学 的 
共同 学 习 和 讨论 中 不 断 进步 . 

尤其 要 感谢 师兄 赵 恩 涛 博士 . 我 和 赵 恩 涛 一 起 讨论 了 一 系列 学 术 问题 , 在 
我 遇 到 困难 的 时 候 他 给 予 了 我 无 私 的 帮助 感谢 师姐 顾 娟 如 在 学 术 上 的 探讨 和 
帮助 

近 两 年 , 我 和 赵 思 涛 协助 许 老师 开设 了 几何 与 拓扑 方向 的 讨论 班 , 许多 同学 
参与 其 中 , 讨论 班 上 报告 了 几何 流 与 拓扑 方面 的 前 沿 问题 和 最 新 研究 成 果 , 使 
我 得 到 了 很 大 提高 , 在 此 向 参加 讨论 班 的 同学 一 并 表示 感谢 . 

还 要 感谢 我 的 师兄 师姐 师弟 师妹 和 同学 们 , 他 们 是 : Н. BK. HEH. 
YORE, ES. RAL. RH. ERS. HEF. PPI, WEE RL. WER 
BA. HEN, PHAR. DRG. RUA. ЖЖ. RAK. HK. VSR. BH, 
感谢 他 们 与 我 一 起 学 习 和 讨论 . 

最 后 , 我 要 感谢 我 的 家 人 , 特别 要 感谢 我 的 父母 , 他 们 不 断 的 支持 鼓励 和 无 
微 不 至 的 关心 使 我 克服 了 种 种 困难 , 顺利 走 过 求学 的 历程. 


叶 斐 
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